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因为 f7, cos2bdg = f7 sin2bdbg = 以 及 站 singcosbdbg = 0( 即 , sng 和 cosb 
在 区 间 [-7,7] 上 是 正 交 的 并 具 平 方 模 x). 如 果 所 有 直线 在 p 处 旋转 相同 的 量 ， 
由 于 这 些 二 阶 导 数 的 平均 (参看 (9)) 是 相同 的 , 所 以 , 如 在 坐标 旋转 下 (x,y) 变 
成 (x,y), 我 们 推 得 ure + Uyy = uzs + Ugg. 类 似 的 论证 可 用 来 证 明 ure + uyy 在 
关于 平面 上 某 点 旋转 变换 下 是 不 变 的 . 在 这 种 情形 , 二 阶 方向 导数 的 平均 取 在 
一 个 圆周 上 , 圆周 上 方向 代表 单位 方向 . 


Laplace 方程 的 边 值 问题 


我 们 在 这 里 要 叙述 Laplace 方程 两 个 标准 边 值 问题 . 它们 称 为 Dirichlet 问 
题 和 Neumann 问题 . 令 D 是 zy- 平 面 中 的 一 个 区 域 并 假设 D 由 有 限 多 条 “好 
的 ”封闭 曲线 (不 属于 D 的 部 分 ) 所 界定 , 所 有 这 些 点 组 成 的 集合 记 为 C( 参 看 
图 1). 


图 1 


如 果 把 开 集 D 与 C 中 所 有 的 边界 点 合并 起 来 , 则 得 到 一 个 闭 集 , 记 为 DUC, 是 
D 与 C 的 并 . Bf 是 给 定 的 定义 在 边界 C 上 的 连续 函数 . 从 物理 学 的 观点 , 把 
D 看 作 导 热 板 , f 看 作 在 该 板 的 边界 C 上 指定 的 温度 分 布 . 因此 , Dirichlet 问题 
寻求 由 在 边界 C 上 这 个 指定 的 温度 f 所 产生 的 (在 板 的 内 部 ) 稳 态 温度 . 由 数 
学 的 观点 , Dirichlet 问题 寻求 D 上 Laplace 方程 的 解 ( 即 , D 上 的 调和 函数 ), 使 
得 在 C 上 任意 点 p 通过 要 求 (z,y)( 在 D A) 是 充分 靠近 p, W u(x, y) 可 任意 
接近 f(p). 换 句 话说 , 如 果 在 C 上 的 每 点 p, 定义 u(p) = f(p), ATHE u 的 定义 
BUN D 延 拓 到 DUC, 上 且 要 求 经 延 拓 后 的 函数 u 在 DUC 上 是 连续 的 并 在 D 
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上 满足 Laplace 方程 . Dirichlet 问题 简单 地 写成 


Dirichlet 问题 : 


D.E. vzz + uyy = 0， 于 DP; 
B.E. wu(p) = Flp)， 对 C 上 所 有 的 PP 


其 中 隐 含 要 求 函 数 u 连续 地 延 拓 (根据 f 在 C 上 的 值 ) 到 DUC. 不 然 的 话 , 任 
何人 可 通过 取 u 在 整个 也 为 0 在 C 上 等 于 了 来 断言 该 问题 获 解 . 


Hid 注意 到 D.E. 只 要 求 在 D 内 成 立 , 而 不 是 在 DUC 上 成 立 . 因此 , 这 
里 不 必要 求 u 具有 越过 边界 的 C2 EMi, 不 同 于 前 面 的 章节 , 那里 D.E. 要 求 在 
包括 边界 的 一 个 带 形 内 成 立 . 换言之 , 就 Dirichlet 问题 而 言 , 只 要 求 函数 u 本 身 
{ 不 是 它 的 二 阶 偏 导数 ) 连续 地 延 拓 到 边界 . 这 样 , 为 了 求解 Dirichlet 问题 , AY 
假设 f 在 C 上 是 C? 的 (BD, 只 需 假 设 f 在 C 上 是 0? 的 ). 当然 , 没有 办 法 用 
实验 方法 来 确定 一 个 温度 分 布 的 可 微 性 的 程度 . 的 确 , 这 个 问题 是 无 意义 的 . 我 
们 总 能 在 实验 误差 之 内 用 一 个 Ce 函数 来 通 近 一 个 物理 温度 分 布 ( 即 , 由 任 一 
数据 点 的 有 限 集合 , 可 画 出 一 条 光滑 的 曲线 ). 然而 , 数学 考虑 超过 了 具体 的 工程 
问题 所 相关 的 范围 , 我 们 也 将 在 较 小 的 程度 上 超过 具体 问题 所 关心 的 范围 . o 

利用 上 面相 同 的 记号 , Neumann 问题 寻求 D 上 调和 函数 u, 使 得 在 C 上 每 
点 p, 沿 着 外 法 向 n(p)( 与 C 垂直 ) 的 方向 导数 等 于 值 g(p), 其 中 9 是 某 个 给 
定 的 定义 在 C 上 的 连续 函数 (参看 图 2).( 有 关 在 C 的 角 点 处 的 外 法 向 的 含义 ， 
如 果 有 的 话 , 存在 技术 上 的 困难 , 在 此 不 表 .) 


n(p) 


v 
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简明 地 写成 


Neumann 问题 : 


D.E. usr + uyy = 0， FD; 
B.E. Vu(p)-n(p)=9(p), X} C 上 所 有 的 了 


其 中 默许 假设 Vu 连续 地 从 D 延 拓 到 DUC. 用 物理 学 术语 , 温度 梯度 的 法 向 分 
量 在 一 块 导 热 板 的 边界 上 给 定 ( 即 , 热 经 由 边界 损失 或 获取 的 比率 是 指定 的 ), 我 
们 要 求 确定 在 板 内 产生 的 稳 态 温度 (如 果 这 样 的 温度 存在 ). 由 物理 学 基础 , 为 
使 这 样 的 稳 态 温度 分 布 存在 , 通过 C 的 净 热 流量 必须 是 零 . 因此 , 我 们 猜想 ( 恰 
当地 )Neumann 问题 将 无 解 , 除非 假设 函数 9 在 C 上 值 的 平均 为 零 . 这 个 假设 
称 为 相 容 性 条 件 . 在 一 杆 (0 < x <L) 中 一 维 热流 的 这 种 相 容 性 条 件 的 类 似 条 
件 是 —uz(0,t) + ur(L,t) = 0 (参看 第 3.3 节 的 例 6, 那里 , 除非 a = b, 没有 稳 态 
特 解 ). 

Laplace 方程 还 有 其 他 重要 的 边 值 问题 . 例如 , 组 合 Dirichlet 边界 条 件 和 
Neumann 边界 条 件 得 到 第 三 类 B.C., 即 , 对 给 定 的 定义 在 C 上 的 连续 函数 h 
和 常数 k 在 应 用 中 它 通常 是 正 的 ),Vu(p) - n(p) + kulp) = h(p). BH, 在 上 述 问 
题 中 , Laplace 方程 可 用 它 的 非 齐 次 形式 来 代替 , Bl Poisson 方 程 


| Uzz + Uyy = q(z, y). (12) | 


就 稳 态 温度 而 言 , 也 许 由 于 放射 性 或 微波 , PR g(x, y) 跟 与 时 间 无 关 的 内 部 热 
源 密度 成 比例 . Poisson 方程 (12) 的 特 解 常 能 由 以 下 积分 公式 获得 


wot = les + DhE dzd a3) 


当 9 是 乙 上 “适当 好 的 ”的 函数 时 , 上 式 是 (12) 的 解 (参看 第 6.4 节 的 习题 9). 
利用 特 解 (13), 可 以 把 Poisson 方程 的 边 值 问题 化 为 Laplace 方程 相应 的 问题 ， 
就 如 以 下 举例 说 明 的 . 
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例 3 把 Poisson 方程 的 Dirichlet 问题 化 为 Laplace 方程 相关 的 Dirichlet 
问题 . 
D.E. Urs + uyy =9(z,y), F DP; 
B.C. u(z,y)= g(x,y), 对 C 上 所 有 的 (2,y). 
解 设 wp(z,y) Æ D.E. 的 一 个 特 解 (例如 , (13)), & v 是 以 下 相关 的 Dirich- 
let 问题 的 解 : 
D.E. Urs + vyy =0,， F D'P; 
B.C. v(z,y)= g(x,y) — Up(z,y), 对 C 上 所 有 的 (x,y). 


则 (14) 的 解 是 ulz, y) = up(z,y) + vle, y). 于 是 , 通过 求解 (15) 我 们 得 到 (14) 
的 一 个 解 . o 
Laplace 方程 的 通 解 

回忆 一 下 波 方程 un — ause = 0 的 通 解 是 通过 以 下 方式 得 到 (在 第 5.2 节 ): 
把 波 算 子 分 解 成 两 个 一 阶 算 子 


Cea AS NTS. 2) 

55 ”55 一 (5 -az-) (Gtx 
然后 对 wt 一 auz = 0 和 wt + auz = 0 的 通 解 相 加 , BENET u(x,t) = 
f(x+at)+g(a—at). WRA y 替换 上 并 令 a =i = V-I, WIRE Uta uz, = 0 


变 成 Laplace 方程 . 因此 , 波 方程 通 解 暗示 Laplace 方程 的 通 解 是 (在 某 种 意义 
F) 


(14) 


(15) 


u(x, y) = f(x + iy) + g(x — iy). (16) 


要 精确 定义 (16) 中 允许 怎样 的 复 变 量 z = z + iy( z = z — iy) 函数 f( 或 
g) 是 相当 棘手 的 .最 简单 适当 的 函数 是 寡 函 数 f(z) = 2" (BR g(zZ) = 2"), 其 中 
n > 0 是 不 同 的 整数 ， 例 如, 注意 到 z? = (z2 - y?) + i2ry, 它 是 Laplace 方程 
的 复 解 ( 即 , 实 部 和 虚 部 都 是 调和 的 )、Laplace 方程 的 一 个 复 解 称 为 复 调和 函 
Bi. A 2", n = 0,1,2,3,---, 可 生成 无 穷 多 线性 无 关 的 复 调和 函数 (BAY 
fl 5). 更 一 般 地 , 如 果 f(z) EDRR (EI, 函数 2” 的 一 个 无 穷 咎 加 ), 设 为 
F(z) = Eno anz” (a0, Qa1, a2,… 是 复 常数 ), EM z 在 围绕 z = 0 的 某 个 开 圆 盘 
WRK, 则 f(z) 是 复 调和 函数 . 这 样 的 短 级 数 函 数 称 为 是 复 解析 的 (关于 > = 0). 
例如 ， 


co yn 
z 
e = f(z) = > mi exp(x + iy) = ez cosy + ic? sin y 


n=0 
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是 调和 的 和 复 解析 的 . 在 围绕 z = 0 的 某 个 圆 盘 收敛 , 且 具 OP anz” 形式 的 
FEB RB NOTA (KF z = 0), 它们 也 是 复 调和 隧 数 . 经 一 些 努力 , 诸 
位 能 证 明 任 意 定义 在 z = 0 附近 的 复 调 和 函数 能 写成 (16) 的 形式 , 其 中 f(z) 是 
解析 的 , o( 2) EHTK. 因此 , 有 了 这 些 适 当 的 解释 , (16) 是 Laplace 方程 
的 通 解 . 在 第 6.5 节 将 会 看 到 更 多 的 调和 函数 与 复 变量 琐 数 之 间 的 窗 切 联系 , BB 
里 解析 函数 用 来 求 围绕 某 种 障碍 的 理想 流体 流 的 流 线 , 或 在 二 维 静 电学 中 围绕 
带电 导体 的 等 势 曲线 . 


概要 6.1 


ne Laplace 方程 的 应 用 : Laplace 方程 Ura + Uyy + Uzz =0 的 解 u = u(z, Y, z) 
(或 uzz + Uyy = 0, u = u(x, y)) 可 认为 是 稳 态 温度 分 布 , 静电 位 势 , 重力 位 势 , 某 
种 流体 流 的 速度 势 (参看 第 6.5 节 ), 等 等 . 


2. Laplace 运算 的 旋转 不 变性 : KF u 的 二 维 Laplace 运算 , 即 uzr + uyy, 
在 任 一 点 p = (x,y), 是 u Æ p 处 沿 着 所 有 过 p 的 直线 方向 的 二 阶 方向 导数 平 
均 的 两 倍 . 几何 解释 是 Laplace 运算 与 坐标 平移 和 坐标 旋转 无 关 . Laplace 算 子 
A 出 现在 许多 应 用 中 与 A 的 旋转 不 变性 有 关 . 


3. Laplace 方程 的 边 值 问题 : i D 是 xy- 平面 中 的 区 域 , 它 由 有 限 多 条 “好 
的 ”曲线 (不 属于 D 的 部 分 ) 所 界定 , 它们 的 并 是 C, 为 D 的 边界 . 在 D 上 的 
Laplace 方程 有 两 种 标准 类 型 的 边 值 问题 , 一 是 
Dirichlet 问题 : 

D.E. ure +Uyy=0, 于 万 中 ; 
B.C. u(p)=f(p), X} C EAK) p. 
另 一 个 是 
Neumann 问题 : 
D.E. urs+uy=0, F DA; 
B.C. Vu(p)-n(p) = 9(p), 对 C 上 所 有 的 2. 


这 里 , f 和 9 是 给 定 的 在 C 上 连续 的 函数 . 函数 v(z,y) 要 求 是 在 D E D.E. 的 
C? 解 . 在 Dirichlet 问题 中 , 函数 u TED 上 以 及 在 C 上 指定 的 值 f(p), 要 求 在 
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DUC 上 是 连续 的 . FE Neumann 问题 中 , wz 和 u, 必须 以 使 B.C. 成 立 的 方式 
下 连续 地 延 拓 到 C. 


练习 6.1 


1. 在 zy- 平 面 中 由 
E=ar+by+e 和 ğ=cr+dy+ f 


定义 新 坐标 , 其 中 a, b, c, d, e 和 f BRR, 旦 为 了 确保 道 变换 存在 , ad — be #0. > 
ulz, 7) = u(x, y) ( 即 ,去 就 是 以 新 变量 表示 的 u). 
(a) 证 明 如 果 u 是 C? AY, 则 


Una 十 Uyy = (a? + b’ )ūzz + 2(ac + bd)ūzg + (c? + d? iigy. 


(b) 假设 (7,9) Eh RA ARAL AT Et Hy 10] EFS TARE 6 得 到 的 新 坐标 . 则 验证 
a = cos, b=sin#, c= —sin@ 和 d= cos0. H (a) 推断 这 时 wzz + Uyy = Use + Ugg, 
所 以 Laplace 方程 的 形式 在 旋转 下 保持 不 变 , 在 坐标 轴 的 平移 下 也 是 保持 不 变 . 


2. 设 ul 和 us 是 调和 函数 ( 即 Laplace 方程 的 解 ). 
(a) 证 明 对 任意 常数 ck 和 co, ciui + cous 是 调和 函数 . 
(b) 如 果 u(x, y) 是 调和 的 , 推断 只 当 w(z,y) = ay +b 时 zu(z,y) 是 调和 的 , 其 中 a 和 
b 是 常数 . 
(c) 给 出 两 个 调和 函数 它们 的 乘积 不 是 调和 函数 的 例子 . 

3. 利用 分 离 变 量 求 所 有 具 形 式 vw(z,y) = X(z)Y(y) 的 调和 函数 . 记 住 考虑 分 离 常数 是 正 
的 , 负 的 和 零 的 情形 . 

4. 证 明 (x+ iy)? 的 实 部 和 虚 部 是 调和 的 .( 在 习题 5(d) 中 要 求 读者 对 z + iy 的 任意 非 负 
整数 寡 证 明 这 个 事实 .) 

5. 注意 到 254+ 2, =(2 -i2)(£+ig). 这 两 个 因 式 引导 我 们 考虑 两 个 复 一 阶 方程 
fe tify =0 Ml fe — ify =0. 
(a) 证 明 复 值 函 数 f(x,y) = u(x, y) + iv(z, y) 满足 fe +ify =0 4AM u(x, y) 和 
v(x, y) 满足 一 阶 方程 组 us = vy 和 uy = 一 vs. 这 两 个 方程 称 为 Cauchy-Riemann 
方程 . 
(b) 如 果 u Al v 是 C? 函数 , HWE Cauchy-Riemann 方程 , 则 证 明 u 和 v 必 是 调 
和 的 . 
(c) 假设 U (x,y) + iV (x,y) = (x + iy)(u + iv), 其 中 以 和 w 是 满足 Cauchy-Riemann 
方程 的 C? 函数 . 证 明 U 和 V 也 满足 Cauchy-Riemann 方程 . 
(d) 由 (b) 和 (c) 推断 , 对 所 有 非 负 的 整数 n, (£+ iy)” 的 实 部 和 虚 部 是 调和 的 . 
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Hid WR f= ut iv, HP u 和 w 是 满足 Cauchy-Riemann 方程 (或 等 价 地 ， 
fe +ify =0) 的 C! PRR, WW f(a +iy) = wu(z,y) 十 iv(z,y) 是 复 变量 z = riy 的 复 
解析 函数 . RE f = u- iv 满足 fe —if, =0, 所 以 了 是 z MSEC RT RAK. 


6. 用 稳 态 温度 分 布 来 叙述 Laplace 方程 的 Dirichlet 问题 和 Neumann 问题 之 间 物 理 意 义 
的 区 别 . 


7. (a) 在 Poisson 方程 Uzz 十 Uyy = q(x, y) 中 ， 以 稳 态 温度 情形 q(x, y) 的 物理 意义 是 什 
4? 


(b) 给 出 一 个 物理 解释 , 为 什么 Poisson 方程 的 Neumann 问题 


D.E. wzz + Uyy =q(z,y)， F D'P 
B.C. Vu(p):n(p)= g(p), Xt C 上 所 有 的 p 


无 解 , 除非 假设 以 下 的 相 容 性 条 件 满 足 : 


J i LEDEN J g(p(s))ds, 


其 中 s 表示 沿 着 区 域 D 的 边界 C 的 弧 长 参数 . 


§6.2 和 矩形 上 的 Dirichlet 问题 


下 面 的 唯一 性 定理 的 证 明 留 在 第 6.4 节 给 出 (第 6.4 节 的 定理 2; 对 矩形 情 
形 可 参看 习题 10). 


定理 1 (Dirichlet 问题 的 唯一 性 定理 ) AAI D 上 的 Dirichlet 问题 , 在 
D 的 边界 上 有 连续 的 给 定 函 数 F, 最 多 只 有 一 个 解 . 


因此 , 由 于 知道 求 得 的 任 一 解 是 唯一 的 满足 给 定 边 值 的 解 , 现 来 着 手 解 D EE 
形 0<z< 0<y<M 情形 的 Dirichlet 问题 . 假设 正在 三 条 边 上 为 0, 正在 
剩 下 的 边 y = 0( 参 看 图 1) 上 等 于 一 个 适当 的 连续 函数 f(z). 
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F(x,0)=f(x) L 
图 1 
更 精确 地 , 我 们 试图 解 以 下 Dirichlet 问题 : 
D.E. uzettyy=0, O<a<L, O<y<M; 


u(z,0)= f(z), u(z,M)=0, O<2<L, 
u(0, y) = 0, u(L,y)=0, O<y<M. 


AVY B.C. 相 容 , 我 们 需 假设 /(0) = f(L) = 0. D.E. 的 乘积 解 u(z,y) = X(2)Y (y) 
易 由 分 离 变量 确定 . 由 D.E., 得 X“(z)Y(y) +X(z)Y“(y) = 0, 因此 对 某 个 常数 


C, 


X"a)_-¥"y) _ ， 
人 


于 是 得 下 面 结果 : 
情形 1 (c = —b? < 0): 
u(x, y) = (cı cos(bx) + cosin(bz)) (die® + d2e7™). 


情形 2 (c= >0): 


u(z,y) = (c1e”” + c2e™™) (di cos(by) + do sin(by)). 


u(x, y) = (cı + cox) (dy + doy). 


可 验证 满足 (1) 的 三 个 齐 次 B.C. 的 唯一 乘积 解 是 以 下 情形 1 的 乘积 解 的 常数 
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Un(Z,y) = sin a sinh A, n = 1,2,- 


关于 情形 3 的 乘积 解 看 后 面 的 例 1, 以 及 相关 的 例 7, 在 那里 情形 1 的 乘积 解 也 
是 用 双 曲 函数 来 表示 . 回忆 一 下 双 曲 正弦 和 双 曲 余弦 的 定义 为 


sinh z = TG 一 e ->*) 和 coshz= TG +e-*). 
因为 sinh0 = 0, 所 以 得 知 (5) 符合 B.C. ulz, M) = 0. RAWEA, (1) 的 D.E. 
和 齐 次 B.C. 的 更 一 般 的 解 是 


y nrz nn(M — y) 
u(x, y) = >. A, sin a sinh eens 
n=1 


&y=0, 得 


0) SA sinh PTM nmz ; 

u(z, =) n sinh 一 sin [—. (7) 

因此 , 当 (1) 中 的 f(z) 具有 形式 (7) 时 , 则 问题 (1) 的 唯一 解 是 (6). 由 第 4.3 

节 的 定理 1, 如 果 f(z) 是 连续 的 和 分 段 C1 的 , A f0) = f(L) = 0, 则 f(z) 的 

Fourier 正弦 级 数 的 部 分 和 Sy (x) 一 致 收敛 到 f(x). 因此 , 在 这 种 情形 , 在 实验 
误差 之 内 , 可 假设 f(z) 具有 形式 (7), 其 中 对 n =1,2,---,N, 


1 2. iad . NTT 
An = —aswi | f(z) sin 了 了 &. (8) 
L 


4 n 
sinh 一 一 一 


如 果 (1) 的 B.C. 换 成 


BC. { u(z,0)=0, ulz, M) = g(7), 


u(0, y) = 0, u(L, y) = 0, 


则 代替 乘积 解 (5), 有 


Un(z, y) = sin m sinh = (10) 
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因此 , (9) 的 D.E. 和 齐 次 B.C. 更 一 般 的 解 是 


u(z,y) = D Bn sin sinh 2 =, 


= _, tM . NTT 
u(z, M) = 》_ Bn sinh 7 TT 


n=1 


(12) 


假设 g(x) 由 它 的 Fourier 正弦 级 数 N 项 部 分 和 表示 是 足够 的 , 则 (11) 是 满足 
B.C.(9) 的 调和 函数 , 其 中 


1 2 fr . NNT 
Bn = aa, g(x) sin Te: (13) 


Ly 


通过 对 解 (6) 和 (11) 相 加 , 得 到 具 以 下 B.C. 的 Dirichlet 问题 的 解 


B.C. i 0)= f(x), u(z, M) = g(a), 


u(0, y) = 0, u(L, y) = 0, 


其 中 假设 f(z) 和 g(x) 是 最 多 有 N 项 的 有 限 Fourier 正弦 级 数 . B. C. 具 形 式 


Te u(z,M)=0, O<a<L, 


` luO, y) =h(y), u(L,y)=k(y) O<y<M 


AY Dirichlet 问题 的 解 可 通过 简单 地 交换 z 和 y (以 及 限 LA M) 的 角色 , 在 公 
式 (8) 和 (13) 中 , H h 代替 f, 用 代替 9 得 到 . 由 个 加 原理 , 得 下 面 结果 : 
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定理 2 假设 an, bn, cn 和 dn 是 f(x), g(x), h(y) 和 k(y) 的 Fourier 正弦 
系数 (假设 对 n > N 它们 为 零 ), 每 个 是 有 限 项 Fourier 正弦 级 数 .， 则 下 面 
Dirichlet 问题 


D.E. vrzzt+uyy=0, O<a<L, 0<y<M 
B.C u(z, 0) = f(z), u(x, M) = g(z), O<STSL 


u(z,y) = Slan sin 一 sin nh T a) y) 
nny 
L 

na(L — z) 

M 


TB, sin D Z sinh ZZY 


十 Cn sin -y a Y sinh © 


十 Dn sin Y sinh a) 


注意 到 解 (15) 在 矩形 的 角 点 处 为 零 . 这 是 因为 我 们 已 隐 含 地 假设 函数 
f, g, 刀 和 大 在 它们 定义 区 间 的 端点 为 零 ， 一般 说 来 , Dirichlet 问题 的 连续 边 
值 在 角 点 不 为 零 . 然而 , 通过 从 未 知 函 数 v 减 去 一 个 在 角 点 等 于 指定 值 的 特 解 
U 我 们 能 容易 处 理 这 种 情形 . 下 面 的 例子 说 明 如 何 求 U. $ v=u-U, 则 (如 
E) 解 关于 v 相应 的 Dirichlet 问题 , 其 在 角 点 处 具 零 边 值 (作为 一 个 特殊 例子 ， 
参看 习题 4). 

例 1 求 具有 以 下 形式 的 唯一 的 调和 函数 


U(z,y) =a+br+cy+dzy, (16) 
其 中 a, b, c ld 是 常数 , 且 对 给 定 的 A, B, C MD, 有 U(0,0) = A, U(L,0) = 
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B, U(0,M) =C 和 U(L,M) = D. 由 此 结果 推断 满足 这 两 个 B.C. u(0,y) = 0 
Al u(L,y) =0, 0<y< M 8 的 任 一 情形 3( 参 看 (4)) 的 乘积 解 必 恒 等 于 零 . 

解 注意 到 U(0,0) = A RE a= A. M U(L,0) = BMA a+bL =B} 
b= (B —a)/L. 类 似 地 , U(0, M) = C RE c= (C — A)/M, WA U(L,M)=D 
隐 含 d = (D-a-—bL—cM)/(LM) = (D+A-—B-C)/(LM). 于 是 求 得 关于 常数 
a, b, c Ald 用 已 给 的 常数 A, B, CM D 来 表示 的 唯一 的 值 . 注意 到 , 除 掉 乘 子 ， 
任 一 情形 3 的 乘积 解 具 有 形式 (16). B.C. u(0,y) =0 和 w(L,y)=0(0<y<M) 
隐 含 在 矩形 的 角 点 处 u WS ( 即 4 = B= C= D = 0). FE, 由 刚 已 证 明 的 , 得 
u(x,y) 三 0. 口 

例 2 解 下 面 问题 


D.E. Uzz + Uyy = 0, 0O<2<7, O<y<T; 
u(x,0) = 0, u(x, n) = 5sin(2x) —7sin(8z), O<a<¢r7, 
‘| u(0,y) =siny, u(m,y) =0, 0< T. 


解 方法 1( 检 验 法 ) 注意 到 与 B.C. 相应 的 D.E. 的 三 种 乘积 解 是 sin(2z) 
sinh(2y), sin(82) sinh(8y) 和 sinysinh(r — x). 通过 组 成 一 个 全 加 , 得 


u(z,y) = Esin(2z) sinh(2y) + F sin(8z) sinh(8y) + G sin ysinh(z — x). 


由 非 齐 次 B.C. 得 出 E = safes. F = anes 和 G = ae 而 且 满 足 齐 次 
B.C.. 用 这 种 方法 , 应 能 仔细 验证 所 有 B.C. 满足 . 口 

方法 2( 由 分 离 变 量 获得 解 ) 尽管 分 离 变量 对 Laplace 方程 可 一 般 性 地 实 
施 这 种 事实 , 但 一 些 教师 将 强调 对 每 个 具体 的 问题 要 重复 这 个 过 程 , 然后 确定 满 
足 三 个 齐 次 B.C. 的 每 组 条 件 的 乘积 解 .( 共 有 四 种 可 能 性 , 这 取决 于 在 哪个 B.C. 
上 取 非 齐 次 . 在 上 述 问 题 中 只 有 两 个 B.C. 是 非 齐 次 的 , 因而 这 里 只 需 考虑 两 种 
可 能 性 .) 通过 对 由 此 得 到 的 乘积 解 琶 加 , 得 到 如 用 方法 1 获得 的 解 . 这 是 在 获 
得 一 般 问题 (14) 的 解 (15) 中 使 用 的 基本 方法 . 虽然 方法 2 麻烦 , 但 这 是 确保 学 
生理 解 公式 (15) 是 如 何 获 得 的 唯一 方式 . 

方法 3( 利 用 导出 的 公式 (15)) 注意 到 b = 5, bs = -7, cl = 1 以 及 边 值 
PKŠ Fourier 正弦 级 数 所 有 其 他 的 系数 为 零 . 记 住 用 修正 因子 相 除 , 得 到 Bo, Bs 
和 Ci( 即 ,方法 1 FH E, FA G). 


中 原文 误 为 0< y < 工 一 一 译 者 
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矩形 上 调和 函数 最 大 值 最 小 值 原理 . 


在 第 6.4 W (参看 定理 1 和 定理 4), 我 们 证 明 调和 函数 的 最 大 值 最 小 值 原 
理 . 在 矩形 的 特殊 情形 , 这 个 原理 如 下 : 


PRA u 在 闭 矩形 R:0<a2<L,0<y<M 上 连续 , 在 R 的 内 部 调和 , 则 必 
在 边界 上 ( 即 , 在 四 条 边 的 一 条 边 上 ) 取 到 它 的 最 大 值 和 最 小 值 . 而 且 , 如 果 


最 大 值 或 最 小 值 还 在 内 部 一 点 达到 , 则 v 在 R 上 必 是 常数 . 


实际 上 , 该 原理 对 在 任 一 连通 的 , 有 界 的 ( 即 , 具有 有 限 的 范围 ) 区 域 上 , 能 连续 
地 延 拓 到 该 区 域 的 边界 的 调和 函数 成 立 (关于 精确 定义 和 结果 参看 第 6.4 节 ). 
由 最 大 值 最 小 值 原理 立刻 得 到 这 种 区 域 Dirichlet 问题 解 的 唯一 性 , 因为 两 个 解 
的 差 的 最 大 值 和 最 小 值 在 边界 上 出 现 , 在 其 上 这 个 差 为 零 ， 下 个 例子 说 明 最 大 
值 最 小 值 原理 . 
例 3 求 使 调和 函数 ulz, y) = za - 3zy%2 + zy 一 z 在 正方 形 区 域 0< z < 
1, 0 < y S 1 达到 最 大 值 和 最 小 值 的 点 . 
RON OR u 的 最 大 值 和 最 小 值 , 通常 计算 us 和 u,, 然后 为 了 求 出 在 正方 
形 内 部 的 驻 点 , 同时 对 z 和 y 解 方程 ur = 0 和 uy = 0. 然后 为 了 与 极 值 比较 还 
得 研究 边 值 . 然而 , 由 于 是 调和 的 (uss = 6z 和 uyy = -6z), 最 大 值 最 小 值 诛 
理 隐 含 只 需 考 虑 边 值 , 内 部 驻 点 不 会 是 最 大 值 点 和 最 小 值 点 , 除非 u 是 常数 . 在 
边界 上 ， 
u(z,0)=23-—z, u(a,1)=a22-32, O<2x<1 
u(0, y) = 0, u(l,y)=—3y?+y, O<y<1. 


容易 求 出 (17) 中 的 每 个 函数 的 最 大 值 和 最 小 值 . 最 大 的 最 大 值 出 现在 z = 1 和 
= 二 有 ui) = b. 最 小 的 最 小 值 在 (1,1), 有 u(1,1) = -2. 由 最 大 值 最 小 
值 原理 , 对 正方 形 区 域内 任 一 点 (x,y), 有 -2 < ulz, y) < 二 . 

注 记 (形式 解 ) 回忆 起 在 一 个 边 值 问题 的 边界 数据 不 能 用 恰当 形式 的 有 限 
项 Fourier 级 数 表示 的 情形 ， 则 求解 过 程 产生 一 个 无 穷 项 级 数 表 达 式 , 称 之 为 原 
问题 的 一 个 形式 解 (关于 形式 解 的 讨论 参看 第 4.3 节 ). 形式 解 可 能 或 实际 上 不 
可 能 收敛 到 问题 的 解 . 然而 , 通过 在 有 限 项 截取 形式 解 , 通常 能 在 实验 允许 的 误 
差 之 内 得 到 满足 B.C. 的 D.E. 的 真实 解 . 这 正 是 在 工程 应 用 中 所 需要 的 . 在 例 
4 我 们 求 一 个 Dirichlet 问题 的 形式 解 , 在 例 5 利用 最 大 值 最 小 值 原理 来 分 析 截 
PORZ. o 


(17) 
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例 4 求 下 面 问题 的 形式 解 


D.E. urzrt+uyy =0, O<r<m, O<y<T; 
B.C u(z,0) = z?°(x — 7r), u(z,r)=0, O<S<T<ST, (18) 
` (u(0,y) =0, u(t, y)=0, O<y<rz. 


E 我 们 已 经 知道 (参看 方程 (5)) 满足 齐 次 B.C. 的 DE. 的 乘积 解 是 
Un(z,y) = sin(nz)sinh[nz(r — y)}, n = 1,2,3,--- 的 倍数 .由 于 za(z — r) 不 
是 有 限 正弦 级 数 , 所 以 寻求 形 如 wu(z,y) = EX, Ansin(nz) sinh(n( — y)) 的 形 
式 解 , 其 中 A, 由 非 齐 次 B.C. z3(z 一 x) = u(x,0) = 并 An sin(nz)sinh(n7) 确 
定 . HRA, An sinh(nr) 等 于 Fourier 正弦 系数 on = 2 fF 23(z 一 7) sin(nz)dz. 
运用 Green 公式 两 次 (如 同 在 第 4.1 节 的 例 6, 除了 我 们 这 里 是 用 区 间 [0, 7]), 得 


1 4 1 
an 一 12n((-1)"— + za (C) + 1)=5) n21. (19) 


作为 另 一 种 方法 , 涉及 四 次 分 部 积分 的 元 长 计算 也 能 得 到 相同 的 结果 . 因此 , 需 
要 的 形式 解 是 
sinh(n(7 — y)) 


sinh(nr) ° (20) 


u(z,y) = 3 an Sin(nz) 


其 中 an 由 (19) 给 出 . 口 

注 记 应 用 有 关 逐 项 微分 有 效 性 的 定理 (参看 第 4.3 节 的 习题 15), 可 证 形 
式 解 (20) 实际 上 是 (18) 的 精确 解 . 在 实用 的 情况 中 , B.C. 数据 只 能 在 某 个 实 
验 误 差 , 比如 e > 0 之 内 指定 . 因此 , 在 应 用 中 , 只 需 确定 在 。 之 内 满足 B.C. 的 
解 . 即使 我 们 要 证 明 形式 解 是 精确 的 , 但 为 了 算出 解 在 正方 形 内 各 个 点 (x,y) 的 
值 (在 误差 e ZA), 我 们 仍然 需要 计算 出 在 哪里 截取 级 数 . 于 是 , 对 具体 应 用 来 
说 , 逐 项 微分 的 有 效 性 不 仅 是 不 必需 的 , 而 且 也 是 不 充分 的 . 下 面 的 例子 说 明 误 
差分 析 . 口 

例 5 OR N 的 值 , 使 得 在 形式 解 u(z,y) (20) 中 N 项 截取 的 un(z,y) 在 误 
差 。 之 内 满足 (18) 的 B.C.. 利用 最 大 值 最 小 值 原理 分 析 在 正方 形 区 域内 两 个 
截取 un(z,y) 和 wm(z,y) 之 间 的 差 . 

解 注意 到 wn(z,0) 是 f(x) = za(z — r) 的 Fourier 正弦 级 数 的 N 项 部 分 
Al. 由 于 f(x) 是 C 的 , H f(0) = f(r) = 0, 所 以 由 第 4.3 节 的 定理 1, 在 区 间 
[0,7] 上 FSS f(x) 一 致 收敛 到 f(x). 更 精确 地 , 对 于 0< rsr, A (其 中 an 由 
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(19) 给 出 ) 


oo oo 
>» an sin(nz)| < D lanl 


lzs(z — r) — un (z, 0)| = 


n=N+1 n=N+1 
N 8 A | 
si }) Utas DO 二 
n=N+1 n=N+1 


其 中 我 们 利用 了 事实 : 对 n > 1, 1+8/(r2n2) < 2. AW Vey n> < 
fy zadz = BN 了 2, 所 以 有 |z3(z 一 7) 一 un(z,0)| < 12rN-2. 因此 , ALE un (z, y) 
在 误差 。 之 内 满足 B.C., 只 要 选取 N > V127/e. 大 家 还 想 知道 如 果 两 个 解 在 边 
界 上 偏差 最 多 不 超过 e, 则 它们 在 正方 形 内 部 偏差 最 多 不 超过 e 因为 两 个 调和 
函数 的 差 是 调和 的 , 所 以 这 是 最 大 值 最 小 值 原理 的 一 个 直接 结论 . 对 形式 解 (20) 
的 两 个 截取 函数 wn(z,y) 和 wx (x,y), 有 (对 于 M > N) 以 下 在 边界 y=0 和 
0 < z < x 上 它们 的 差 的 估计 : 


M M 
lum(z,0) — un(z,0)| = > an sin(ns)| < 5 lan| 
n=N+1 n=N +1 
u" m 1 1 
< 24r > =< 24r 人 ds = 128( 5 一 7) 


在 边界 的 其 他 三 条 边 上 , uml, y) 和 wun(z,y) BAF. 因此 , 由 最 大 值 最 小 值 原 
理 , 有 


1 1 
jum (x,y) — un(z,y)| < 12r(NE — N73) OST YST (21) 


不 用 最 大 值 最 小 值 原理 , 不 等 式 (21) 可 通过 直接 估计 得 到 改进 . 的 确 , 4 y > 0, 
有 


2 sinh(n(a pa y)) = enm(r 一 32) en(y 一 T) 
一 e "¥(e"™ a e27Ye—n™) < egy(enr ey 


= 2e ™ sinh(nz), 
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由 此 , 得 Shay) < emu, 利用 这 个 事实 , 得 


sinh(n7) 


sinh(n(m — y)) 


M 
Jum (x,y) — un(z,y)| < 2 lanl sinh(n7) 


n=N+41 
M 


x 22 
Z 5 lanle-"Y < e-(N+Dy > jan] ( ) 


n= 1 n=N+1 
< 12r( a = me 


因此 , 对 y > 0, 估计 式 (22) 显著 地 改进 了 (21), 因为 e-(N+Dy 随 着 N 的 增 
加 迅速 减少 ， 例 如 , 在 中 心 p = (r/2,r/2), 取 N=5 和 AM=10, 由 (21)， 
有 |uio(p) — us(p)| < 127(1/25 — 1/100) 1.13， 然 而 ，(22) 以 因子 e ~ 
8x 10-5 改进 这 个 界 . 利用 计算 器 直接 计算 ,得 vs(p) = -1.411748.… 和 wio(p) = 
—1.411747 - -- (BI, 差 不 超过 10-5). (m) 


$i 6 (Neumann 问题 的 相 容 性 条 件 ) 和 矩形 上 Neumann 问题 是 


D.E. usettyy=0, 0<z<L, 0<y<M; 
uy(z,0)= f(z), uwy(z,M)=g(z), O<azKL, (23) 
[uz(0,9) = hly), us(L,y) =k), O<y <M. 


证 明 问 题 (23) 无 解 , 除非 以 下 的 相 容 性 条 件 成 立 


9g(z)dz 一 L f(x)dx + i k(y)dy 一 E h(y)dy = 0, (24) 


即 , Vu 的 法 向 分 量 围绕 边界 的 积分 等 于 0. 
解 如果 u Æ (23) 的 解 , 则 


0 一 广 [use + Uyy)dxdy = f 1 Uzrdxdy + T A Uyydydx 
-f dt f (us, M) ~ wz, 0)dz 
=f jy = ao f " g(e)de— f Gd 


其 中 我 们 已 用 了 微 积分 的 基本 定理 以 及 可 交换 积分 次 序 的 事实 (参看 附 
录 2). (m) 
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注 记 (1) 作为 另 一 种 方法 , 有 些 读 者 也 许 看 出 相 容 性 条 件 是 下 面 Green E 
理 的 特殊 情形 的 一 个 直接 推论 


J Vu .nds = J uzdy — uydz = II (Uzz + Uyy )drdy, 
Cc © R 


即 , 经 由 边界 的 梯度 流 等 于 Au 在 内 部 的 积分 . 这 个 结论 对 由 有 限 条 正则 、 简 
单 封闭 曲线 C 所 界定 的 有 限 范围 的 区 域 R 成 立 ， 因此, 为 了 对 这 样 区 域 的 
Neumann 问题 求解 , 相 容 性 条 件 是 必要 的 . 

(2) 如 果 (23) 的 解 存在 , 它 不 是 唯一 的 , 因为 总 可 对 一 个 解 加 上 一 个 常数 得 
到 另 一 个 解 . 然而 , 在 习题 9 中 我 们 引导 读者 完成 证 明 :(23) 的 任意 两 个 解 必 相 
差 一 个 常数 . 另外 , 虽然 隐 含 地 要 求 ur 和 uy 在 闭 矩 形 上 是 连续 的 , 但 没 要 求 u 
的 二 阶 偏 导数 连续 地 延 拓 到 闭 矩 形 . 口 

例 7 求 下 面 问题 的 齐 次 B.C. 和 D.E. 的 乘积 解 X(z)Y (y) 

D.E. tgs + Uyy = 0, O<a<L, O0<y<M; 


B.C ty(z,0)= f(x), uy(z,M)=0, O<2<L, (25) 
~~" | uz(0,y) = 0, uz(L,y)=0, O<y<M. 


解 回忆 起 D.E. 的 任 一 乘积 解 必 是 形式 (2), (3) BK (4) 之 一 . 先 证 明 没有 
满足 后 两 个 B.C. 的 非 零 的 情形 2 乘积 解 . 在 情形 2, 有 


uz (0, y) = b(c, — c2)(di cos(by) + dz sin(by)), 
因此 , 由 B.C. uz(0, y) = 0 7 c = co Kd, = do = 0. MW 
0 = uz(L, y) = bey (e?! — e~”) (dy cos(by) + dz sin(by)) 


隐 含 cl = 0 或 di = do =0. 于 是 , 在 情形 2 最 后 两 个 B.C. 要 求 该 乘积 解 为 零 . 
在 情形 1, 由 0 = uz(0,y), 得 


0 = bcz(diety + dae~¥), 
因此 C2 = 0 或 dı = dz = 0. 此 外 ， 为 了 避免 平凡 解 ， 
0 = uz(L, y) = —bey sin(bL)(diety + e~*Y) 


隐 含 必须 有 sin(bL) = 0 或 对 n > 1 的 整数 ,5 = z. WA, u,(z,M) = 0 RE 
diebM — dxe ™™™ = 0. 因此 ， 


die?” + dze ™ = eM (dy eM eby + dge’(M—¥)) 


= 6M (doe Me™ + dzet (MY)) = 2e-™™ dy cosh(b(M — y)). 


§6.2 和 矩形 上 的 Dirichlet 问题 - 349 - 


因此 满足 三 个 齐 次 B.C. 的 情形 1 的 乘积 解 是 以 下 的 常数 倍 : 


nrz cosh nr(M — y) 
L 


T n=l. (26) 


Uun (T, y) = cos 


满足 (25) 的 齐 次 B.C. 唯一 的 情形 3 的 乘积 解 (cl + cox)(di + doy) 是 常数 (FS 
看 习题 6), 通过 允许 n = 0, 我 们 把 这 些 常 值 解 包括 在 (26) 内 . o 
例 8 当 f(x) = Dr, an cos 272 是 没有 常数 项 3ao 的 有 限 余弦 级 数 时 求 
解 问题 (25). 为 什么 要 使 解 存 在 该 常数 项 必须 为 零 ? 
解 令 ulz,y) = Ao +E Anun(a,y), HEF un 由 (26) 给 出 . Mh REA 
理 , u 满足 (25) 中 的 D.E. 和 齐 次 B.C.. 注意 到 


N 
nz. nrM NAT 
uy(z,0) = 2 -ArT sinh L ST (27) 
这 等 于 f(x), WR 
—anL 
.WR se 一 12...， 
nr sinh wait 0 (28) 


注意 到 由 于 (27) 没有 常数 项 , 所 以 只 有 当 f(z) 没有 常数 项 时 (27) 才能 与 f(z) 
相等 . 再 者 , 为 了 解 存在 , 由 Neumann 问题 的 相 容 性 条 件 (参看 例 6), VA 


L 
Za = if f(x)dx = 0. 
对 每 个 常数 Ao, 得 到 解 
nn(M — y) 
L 


N 
uļ(s, y) = Ao + > An cos = cosh 
n=1 


; (29) 


其 中 An 通过 (28) 由 给 定 的 an 表示 . 由 习题 9, 当 f(z) = DX, an cos 222 时 ， 
(25) 的 所 有 解 具 有 形式 (29). f 


概要 6.2 


1. 和 矩形 上 Dirichlet (RB: Wan, bn, cn 和 dn f(x), g(x), h(y) 和 k(y) 
的 Fourier 正弦 系数 (假设 对 n > 它们 为 零 ), 每 个 是 有 限 Fourier 正弦 级 数 . 
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则 Dirichelet 问题 
D.E. tzztty =0, 0<2<L, 0<y<M; 
u(z,0)= f(z) u(z,M)= g(r), O<2r<L, (S1) 
u(0,y)=h(y) u(L,y)=ky), O<y <M 


的 解 是 
nn(M — y) i 
u(x, y) = x sin == sin nh 一 一 一 -一 一 T + Bn sin Z 7 sinh 
nn(L — x) nT 
+Cn sin 2 a inh De asin? sinh —— M —), (S2) 

其 中 

更 Qn bn 

sinh 27M ” sinh 25%’ 

Cn = dn 
"O sinh 27E ” sinh 222 


注意 到 上 述 函 数 f(x), g(x), hy) 和 ku) 都 在 它们 定义 的 区 间 的 端点 上 为 零 
( 即 , 定义 在 矩形 边界 上 的 函数 在 角 点 为 零 ). 如 果 在 边界 上 给 定 的 函数 在 角 点 不 
WE, 我 们 可 从 ulr, y) 减 去 一 个 在 角 点 等 于 给 定 值 的 调和 函数 (参看 例 1), 得 
到 一 个 相应 问题 , 它 的 边界 函数 在 角 点 等 于 零 . 


2. 最 大 值 最 小 值 原理 和 边界 函数 的 逼近 :对 矩形 而 言 , 最 大 值 最 小 值 原理 
表明 : 在 闭 矩 形 R 上 连续 且 在 RARER u(z,y), 它 的 最 大 值 (和 最 
小 值 ) 必 在 边界 (在 四 条 边 的 一 条 边 ) 上 达到 . 作为 推论 , 如 果 能 用 有 限 Fourier 
EZAK BORE (比方 在 误差 e ZA) 给 定 的 边界 函数 ,， 则 关于 该 通 近 边界 
函数 的 Dirichlet 问题 的 解 在 整个 矩形 内 部 与 精确 解 (如 果 存 在 ) 相差 将 不 超过 
(BA 5). RAZ, 在 边界 函数 上 的 小 的 变化 导致 解 (如 果 存 在 ) 方面 小 的 变 
化 . 


3. Neumann 问题 487% Neumann 问题 是 


D.E. Urz +Uyy=0, O<r<L, O<y<M; 
ae 人 0)= f(z), wlz,M)=g(z), 0<z<L, (83) 
uz(0,y) = Aly), uz(L,y) = k(y), O<y<M. 


86.2 467% +8) Dirichlet 问题 . 351 . 


问题 (S3) 无 解 , 除非 下 面 的 相 容 性 条 件 成 立 


L L M M ` 
f g(z)dz — f f(z)dz + f k(y)dy — | h(y)dy = 0. (84) 


BN, Vu 的 外 单位 法 向 分 量 (围绕 边界 ) 的 积分 等 于 O. 7 和 例 8 考虑 了 
Neumann 问题 . 


练习 6.2 
1. 验证 , 如 果 ure + uyy = 0 的 情形 2 的 乘积 解 (参看 (3)), B, 
u(z,y) = (c1e”? + cze~™*) (di cos(by) + dzsin(by)) (b > 0), 


满足 B.C. u(0, y) = 0 Ml u(L, y) = 0, W u(z,y) =0. 
2. 求解 以 下 问题 


DE. wrzrt+uyy=0, 0O<z<L, 0O0<y<M; 
C eaten u(x, M) = g(a), O<crcl, 
l u(0, y) = h(y), u(L, y) == k(y), O<y<M, 
(a) 4 f(x) = 9sin 5 » slz) = 0 和 h(y) = k(y) = 0 时 ; 
(b) 4 f(x) = 0， pE = sin F 和 hy) = k(y) = 0 BY; 
(c) 4 f(x) = 9sin 352 es = sin 3% Ml h(y) = k(y) = 
(d) 当 f(z) = glz) =0 I Ay) = 9sin SEX AI k(y) = sin 时 . 
3. 求解 问题 


D.E. wrz+uyy=0, O<a<nm, O<y<n; 
c u(x,0) =sinz, uļ(z,n)=sinzr, O<STST, 
ar u(0O,y)=siny, u(z,y)=siny, O<y<rn. 
4. (a) 求 一 个 形 如 U(z,y) = a+br+cy+dry 的 函数 , 使 得 U(0,0) = 0, U(1,0) = 
1, U(0,1) = -1 和 U(1,1) = 2. 
(b) 利用 (a) 中 的 答案 解 问题 
D.E. Use +Uyy=0, 0<r<1, 0<y< l; 
B.C u(z,0) = 3sin(rz)+z, u(z,1)=3r—-1, O<2z<1, 
u(y) =sin(2ry)- y, uly)=y+1l, O<y<1 


提示 MKF (x,y) = u(x,y) — U(c,y) 的 相应 问题 
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5. (a) 证 明 问题 @ 


D.E. urz+tyy=0, O<ar<m, O<y<7T; 
u(z,0)=0, u(z,xr)=a(n-2z), Ogrgn 
` l u(0,y)=0, ulm, y)=0, OSy<ST. 


的 形式 解 是 


_ 8 二 1 . sinh((2k + 1)y) 
wey) = #2 eg aps (Ch + Ne) eae + Ie) 


(b) 估计 形式 解 在 误差 0.01 之 内 逼近 B.C. 所 需 的 项 数 . 
(c) 证 明 (a) 部 分 的 形式 解 其 实 就 是 Dirichlet 问题 的 精确 解 . (b) 部 分 形式 解 的 截取 会 
在 整个 正方 形 内 部 与 精确 解 相差 不 超过 0.01 吗 ? 解释 为 什么 . 

6. (a) 验证 如 果 情 形 3( 参 看 (4)) 的 乘积 解 u(x, y) = (cl +czz)(di +d2y) 满足 B.C. uz(0, 
y) =0 和 wy(z, M) = 0, W) u(x, y) = cidi. 
(b) 证 明 形 如 U(x, y) = a + bz + cy + dzy 的 (调和 ) 函数 是 情形 3 的 乘积 解 当 且 仅 当 
ad 一 bc = 0. 


7. (a) 求 以 下 Neumann 问题 的 一 个 解 


D.E. xuwzz 十 ny 王 0，0<Z<T O<Y<T; 
uy(z,0) =cosx—2cos?z+1, w(z,r)=0, O< az, 
` | ue(0, y) = 0, us(m,y)=0, O<y<z. 
(b) 通过 加 一 个 常数 求 满足 u(0,0) = 0 的 解 . 
8. (a) 任 给 g(x) 是 连续 的 且 Ly g(x)dx = 0, RUA F Neumann 问题 的 一 个 形式 解 


D.E. ure +tyy =0, O<r< Ll, O<y<M; 
uy(x,0)=0, uy(z, M)= g(x), O<2eK<L, 
uz(0,y)=0, uz(L,y)=0, O<y<M. 


(b) 为 什么 在 (a) 中 假设 请 g(z)dz = 0 是 必须 的 ? 
9. 在 这 个 问题 中 我 们 证 明 : 任 给 Neumann 问题 (23) 的 两 个 解 ui(z,y) 和 uo(z,y), = 


u(z,y) = u(r, y) — uz(x,y) 是 常数 . 
(a) 解释 为 什么 差 ulz, y) 满足 具 齐 次 B.C.(f =g =h =k = 0) 的 (23). 


@ 在 第 一 个 B.C. 中 z 的 取 值 范围 原文 误 为 0 < z <1, 在 第 二 个 B.C. Py 的 取 值 范围 原 
文 误 为 0 <y < 1 一 一 译 者 
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(b) 证 明 (wuz)z + (utty)y = (uz)? + (uy)?. 
(c) 在 矩形 (0 < z < L, 0 <y < M) 上 积分 (b) 中 的 等 式 , 得 


人 [uy + (ww) drdy 


M = L = 
= | tulsa, yjus(z, pHs ay + | [u(x, yey a, y) Y= de. (*) 
0 0 


(a) 利用 (a) 和 (+) 得 出 (*) 的 左边 为 0. 由 此 得 到 us = uy = 0, 于 是 u 必 恒 等 于 常 
数 . 


10. 利用 习题 9 中 相同 的 过 程 , 证 明和 矩形 上 的 Dirichlet 问题 至 多 只 有 一 个 解 , 其 中 假设 
U, Ur 和 uy 可 连续 地 延 拓 到 边界 . 


86.3 圆 环 和 圆 盘 上 的 Dirichlet 问题 


当 区 域 D 是 圆 环 或 圆 盘 时 , 利用 极 坐标 来 解 这 种 区 域 上 的 Dirichlet 问题 
是 很 自然 的 . 平面 上 一 点 的 极 坐标 (7,0) 与 这 点 的 笛 卡 儿 坐 标 (z,y) 由 以 下 公式 
联系 


r=rcos0 和 yy=7rsinb0. (1) 


对 任意 固定 的 点 (z,y), r SF Vz2z +y?, 上 且 有 无 穷 多 个 0 的 值 使 得 (1) 成 立 . 
对 (x,y) # (0,0), 所 有 这 些 9 的 值 相差 27, 但 只 有 唯一 的 9 落 在 区 间 (一 x,7] 
内 . (或 者 也 可 用 区 间 [0,2r).) 因此 , (1) 定义 了 挖 去 一 点 的 平面 ( 即 , 整个 平面 去 
掉 原 点 ) 和 所 有 满足 r > 0 和 -r < 0 <r 的 配对 (7,9) 的 集合 之 间 的 一 一 对 
应 . 这 个 对 应 在 原点 不 成 立 , 这 时 > = 0 而 9 不 确定 . 注意 到 当 一 个 移动 的 点 
(x,y) 穿 过 负 z- 轴 时 , O 会 出 现 一 个 2x 的 跳跃 . 因此 , 9 在 负 z- 轴 上 不 是 连续 函 
数 . 如 果 把 9 限制 在 区 间 [0, 27), 则 不 连续 性 将 在 正 z- 轴 上 发 生 , 但 无 法 定义 9 
使 得 它 在 整个 挖 去 一 点 的 平面 上 处 处 是 连续 的 . 总 有 一 条 从 原点 出 发 的 不 连续 
曲线 . 如 果 这 种 不 连续 曲线 从 挖 去 一 点 的 平面 中 去 除 的 话 , 则 变换 (1) 在 由 此 产 
生 的 区 域 上 将 是 光滑 可 逆 的 . 例如 , 如 果 不 连续 曲线 是 负 z- 轴 且 9 的 范围 取 在 
(—1, 1), 则 对 任意 不 在 该 不 连续 曲线 上 的 点 (zx,y), 可 有 下 面 定义 (1) 的 (光滑 ) 
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然而 , 极 坐 标 在 任 一 包含 原点 的 区 域 中 不 能 确切 定义 . 因此 , 用 极 坐 标 表示 的 
Laplace 方程 的 解 必须 用 笛 卡 儿 坐 标 重 新 检验 , 看 它们 是 否 在 原点 是 有 效 的 . 

设 u(z, y) 是 定义 在 使 得 由 (1) 选取 的 极 坐 标 (r, 0) 有 光滑 的 道 变换 的 区 域 
上 而 且 是 C? 的 . 用 这 些 极 坐 标 , 令 U(r,0) = u(x, y) = ulrcosg,rsing). 在 本 章 ， 
我 们 避免 广泛 滥用 的 极 坐标 符号 “u(r, 9) = ulz, y)”. ure + Uyy = Urr + Uso 是 不 
真 的 . 而 是 有 以 下 结果 : 


命题 1 用 上 述 记号 ,有 


1 1 
Ure + Uyy = Urr + Ur + 72 Ue (r > 0). 


证 明 由 链 规则 , 得 


Ur = Uzir + UyYr = Uz COSO + Uy sind 


和 
Up = Urto + uyye = 一 lzrsing + uyr cosé. 
因此 ， 
Urr = wuzz cos? 0 + 2uzy sin 8 cos + uyy sin? 0 
和 
Uoo 三 一 (uaz26 + Uryye)? sinl — uzr COSO + (UyzTo 十 tyge)rcosb 一 zyrsinb 


= 7? (uss sin? 0 — 2uzy cos O sin 0 + Uyy cos” 0) — r (wz cos + uy sin 0). 


于 是 ， Urr 十 Uoo = Ure + Uyy 一 1U,. 口 
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圆 环 上 的 Dirichlet 问题 

对 两 个 固定 的 正 数 ri 和 roro > ri), 令 圆 环 4 是 内 圆周 r= ri 和 外 圆周 
r=ro 之 间 的 开 区 域 (参看 图 1). 不 同 于 在 极点 (0,0) 的 圆 盘 , 圆 环 不 包括 极 
点 , 因此 不 必 担 心 在 r = 0 处 极 坐 标 缺 少 唯一 性 . 


图 1 


任 给 分 别 在 外 圆周 和 内 圆周 上 连续 的 函数 f 和 g, Dirichlet 问题 寻求 在 A 
上 的 调和 函数 v(z,y), 它 连续 地 延 拓 到 A 的 边界 , EE r= ro bua f, 在 
r=r, 上 v=9. 当 以 极 坐标 表示 Dirichlet 问题 时 , 其 中 -x < 0 < 7, 必须 确保 
获得 的 解 u(x, y) 或 U(r,b) 当 (x,y) 穿 过 负 cH AE RRR. 例如 , 由 命题 1， 
PARK U (r, 0) = 0 在 任意 不 包括 负 z- 轴 的 点 的 开 区 域 上 是 调和 的 , 但 该 函数 在 圆 
KA 上 不 是 调和 的 , 因为 它 在 负 z- 轴 zx = -ri 和 z= -ro 之 间 的 线段 上 不 连续 . 
确保 函数 V(r,9) 成 为 4 上 的 调和 函数 的 一 种 方法 是 要 求 U(r,9) 对 m <r <ro 
和 所 有 实数 有 定义 , 且 是 C? 的 , 使 得 (2) 的 右 端 等 于 0, A U(m6) 关于 9 是 
以 2r 为 周期 的 (BN, U(r,6+2m) = U(r, 6)). 例如 , 函数 U(r, 0) =r2cosgsing W 
ERER, 由 此 得 到 调和 函数 v(z,y) = cy. 把 上 述 这 些 记 住 , 圆 环 上 Dirichlet 
问题 极 坐标 形式 用 下 面 来 表达 


D.E. Umr + 1U, + + Uoo =0, Ti <T < To; 
6 fete =f(0),  f(0+2n) = f(6), 


U(ri,0) = 9(9),  g(0 +27) = g(4); 
P.C. U(r,6+2x)=U(r,0), ri <T < To. 


其 中 , 9 是 无 限制 的 ( 即 ,-co < 9 < co), P.C. 表示 周期 性 条 件 . 注意 到 连续 函数 
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f 和 9 必须 是 周期 的 (以 2x 为 周期 ), 不 然 P.C. 不 会 满足 . 
通常 利用 分 离 变量 , 先 寻 求 D.E. 具 形 式 U(r,0) = R(r)T(9) 的 乘积 解 . 把 
这 个 形式 代入 (3) 中 的 D.E., 得 


R"()T(0) + 3R(r)T(O) + 三 Rr)T“(g) =0 


或 


R(r) T(6) 
关于 7 (0) WHE T’(0) + HT (0) = 0. RA Á b= n M c= +? =n?, n= 
0,1,2,--- 时 得 到 以 27 为 周期 的 周期 解 . 这 时 , 有 


Tn(0) = an cos(n8) + bn sin(ng), n=0,1,2,---, 


其 中 an 和 如 是 任意 常数 . 通过 假设 R) 具有 rm 形式 来 解 "2R"(7) 十 rR'(7) 一 
n?R(r) = 0, 这 是 Eular 方 程 的 一 个 例子 ， 把 rm 代入 该 常 微 , 得 rmm - 
1)r™—? + rmr™—) 一 n2rm = 0 R (m? — n?)r™ = 0. Alt, 如 果 m = tn, rm 是 
解 . Xt n > 1, 通 解 为 


Ra(r) = cnr” + dar™, n=1,2,3,---, 


UR4n=0, 
Ro(r) = co + do lnr, 


(参看 第 6.1 节 的 例 1). 上 述 关于 7, (0) 和 Ra(r) 的 表示 式 相 乘 , 得 以 下 (3) 的 
D.E. 和 P.C. 的 乘积 解 族 


Uo(r, 0) = ao + ao Inr 
Un(r, 9) = (anr™ + anr—”) cos(nO) 十 (bnr + Bar") sin(n@), n>1. 


FAS UR BE, (3) 的 D.E. 和 P.C. 更 一 般 的 解 是 


(4) 


N 
U(r, 8) = Uo(r, 6) + X` Un(r, 8). (5) 


n=1 
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假设 f(6) 和 g(9) 是 具 以 下 形式 的 有 限 Fourier 级 数 


N 
f(0) = =Ao + X` An cos(n8) + Bn sin(n8), 
n=1 


2 


N 
g(9) = 50 + 2 Cn cos(n@) + Dn sin(né). 


在 方程 U(ro,9) = f (0) 和 U (ri, 0) = 9(9) 中 比较 Fourier AIK, 得 下 面 方程 组 对 
ao + ao lnro = 34o GanT? 十 an757 = An bar? + Barz” = Bn 
bar? + Bar,” = Dn 

(7) 

n=1,2,3,---. 在 第 一 个 组 对 中 , 要 用 给 定 的 常数 Ao 和 Co 来 解 出 ao 和 ao, 类 

似 地 要 解 其 他 的 组 对 . 回忆 起 任意 方程 组 (假设 ad — be # 0) 
eee 的 解 是 二 
cz + dy = f y= H 


》 peny 》 
ao + aolnri = $Co Ont? + an7 ”一 Cn 


因此 , 记 Q = ro/ri, 我 们 得 到 


_ Colnro — Aolnr; _ Áo — Co 

E 2mnQ ~ 2mnQ ’ 
Anr; ” — Cnr” Cnr? 一 Anr? 

= Qn = Q-" , =? Qn T Q-n ’ 

= Bar; ” 一 Darz” . Dar? 一 Bnr? 


qogan | h= gga 


这 给 出 了 用 给 定 的 f(9) 和 g(9) 的 Fourier 系数 An, Bn, Cr A Dn 来 表示 
an, bn, On 和 Bn. 我 们 概括 成 下 面 结果 : 


命题 2 4 f(0) 和 g(9) 由 (6) 给 出 时 , (3) 的 解 是 


N. 

U(r,0) = ao +aolnr + > ((anr” +anr™™) cos(n6) + (bnr” + Bar—”) sin(n8)), 
n=1 

(9) 


其 中 an, an, bn 和 Br 由 (8) 定义 . 
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例 1 ( 圆 环 上 的 稳 态 温度 问题 ) 解 


1 
D.E. Urr + 1U, + ~3Uo0 = 0, 1 <r< 2; 
c. U(2, 6) = 5sinð, (10) 
U(1,0) = 3 + 4cos(26); 
P.C. U(r,6+ 27) = U(r, 6). 


E ”就 如 我 们 已 看 到 的 , sree Me ES ISK (9) 的 解 . 则 可 以 简 
单 地 对 Co = 6，C2 = 4, Ar = 5 以 及 所 有 其 他 的 An, Bn, Cr 和 Dn 都 等 于 0 
运用 公式 (8). 注意 到 Q = ro/ri = 2. 与 其 利用 在 命题 2 中 标明 的 公式 (8) 我 们 
还 不 如 利用 导出 公式 (8) 的 方法 . 特别 地 , 如 果 使 B.C. 中 的 Fourier 系数 与 (9) 
HAJH r=1 F r= 2 的 U(r,9) 的 Fourier 系数 相等 , 则 得 (参看 (7)) 


bi+B1=0 ag+ag=4 


ao +aoin2=0 2b + 461 = ő 22a2 + 2-709 =0 
ao +aolni =3 , 


解 这 些 方程 组 , 得 ao = 3, ao = — 785, b1 = Y, 有 = t, a =-4 May = 9. 
(7) 中 所 有 其 他 的 方程 组 都 是 零 解 . 则 (10) 的 解 是 


lnr 10r 10\. 4r? 64 
U(r,0) = 3- 3032 + (+ - =) sin + (-3 +) cos(26). 口 


圆 盘 上 的 Dirichlet 问题 
圆心 在 (0,0) 半径 为 r。 的 圆 盘 上 的 Dirichlet 问题 可 用 以 下 表示 


D.E. uzz+uyy =0, Vz? +y? <7o 


B.C. U(ro,0)=/(0), f(0+27)=f(0). 


其 中 U(r,0) = u(x, y) = urcosbrsing) 和 f(9) 是 给 定 的 周期 为 2r 的 周期 连 
续 函 数 . 

Hid 在 (11) 中 我 们 没有 把 D.E. 用 极 坐 标 形式 写 出 来 ， 因 为 它 在 圆 盘 
V2? Fy? < ro 中 的 极点 (0,0) 无 意义 . 解 问题 (11) 的 直觉 是 只 要 像 圆 环 的 情形 
那样 , 但 为 了 避免 (9) 在 极点 的 奇 性 , 令 an =0,n>0 MB, =0, n>1. 则 由 
B.C. 确定 an 和 bp, 现在 只 跟 f(9) AK. (暂时 假设 f(9) 是 有 限 Fourier RA.) 
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虽然 用 这 种 途径 确实 得 到 (11) 的 解 , 但 存在 潜在 的 困难 . 在 极 坐标 下 是 C? 的 项 
数 在 (0,0) 处 未 必 是 C? 的. 例如 , 函数 U(r,9) =r 似乎 是 好 的 , 但 在 笛 卡 儿 坐 
标 下 , 得 w(z,y) = Vz2 + y?, ECE (0,0) 处 不 是 C1 的 , 因为 它 的 图 像 = ulz, y) 
是 以 (0,0,0) 为 项 点 的 锥 . 还 注意 到 , 函数 cos(n9) 和 sin(nd) 在 (0,0) 不 可 连续 
定义 的 , 因为 每 个 这 样 的 函数 在 原点 发 出 的 射线 上 取 值 范围 是 -1 到 1. 另 一 方 
面 , r? cos(20) = 2? — y? 是 C% 函数 . 现 来 证 明 : 一 般 地 , r” cos(n6) 和 r” sin(nb) 
是 z My 的 多 项 式 , 因此 是 CoM. > z=2+4+iy=rcosé+irsind = re? (& 
看 第 1.1 节 的 Euler 公式 (24)). WA De Moivre 公 式 [ 以 生 于 法 国 的 英国 数学 
家 和 概率 论 的 莫 基 人 Abraham De Moivre(1667—1754) 命名 ]: 


= (re?)" = re”? = rn(cos(nb) + isin(nd)). 


换言之 ,r" cos(nb) 和 r” sin(nd) 是 乘积 (z + iy) (x + iy)[n 个 因子 ] 的 实 部 和 
虚 部 . 但 如 果 这 个 乘积 把 它 乘 出 来 , 实 部 和 虚 部 将 是 z 和 y 的 n 次 多 项 式 . 这 
些 多 项 式 是 调和 的 . 的 确 , 它们 是 函数 r” cos(nd) 和 rsin(zb), 对 r > 0 是 调和 
的 , 而 且 在 原点 不 会 有 困难 , 因为 多 项 式 的 二 阶 偏 导数 在 (0,0) EEA. o 


命题 3 在 Dirichlet 问题 (11) 中 , 如 果 
f(0) = 5% + > an cos(720) + bn sin(n0), 


则 问题 (11) 的 解 是 


U(r,0) = Za + 3 元 )"(on cos(n@) + bn sin(n@)). 


证 明 h EAR IEICU RBA, 得 知 (14) 定义 了 在 整个 圆 盘 上 的 调和 
函数 . 注意 到 如 果 在 (14) 的 右边 取 > = ro, 则 结果 等 于 f(9), 因此 (11) 的 B.C. 
满足 . 由 Dirichlet 问题 的 唯一 性 定理 (参看 第 6.2 节 的 定理 1), 得 (14) 是 (11) 
的 唯一 解 . D 
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例 2 求解 半径 为 1 的 圆 盘 上 的 Dirichlet 问题 
D.E. tse tty =0, F<]; 
B.C. U(1,0) = —1 + 8cos? 6; (15) 
P.C. U(r,0+ 2x) = U(r, 6). 
解 —1+8cos 6 的 Fourier 级 数 是 3+ 4 cos(26), 与 例 1 中 第 二 个 @ B.C. 相 
同 . 虽然 例 1 中 (10) 的 解 满足 B.C., 但 它 不 是 (15) 的 解 , 因为 与 Inr，r-1，r-2 
等 有 关 的 项 在 圆 盘 中 心 无 定义 . 我 们 改 为 利用 (14) 得 到 正确 的 解 U(r,9) = 3 十 
4r? cos(20). o 
Poisson 积分 公式 
现 来 推导 用 积分 表示 解 (14) 的 Poisson 积分 公式 (参看 下 面 的 (20)). 我 们 
将 证 明 该 公式 导出 Dirichlet 问题 (11) 的 解 , 即使 (11) 中 的 连续 函数 f(9) 的 
Fourier 级 数 有 无 穷 多 个 非 零 项 . 到 目前 为 止 , 我 们 尚未 证 明 当 N = co 时 (14) 
仍 有 效 , 因为 如 前 面 的 章节 已 看 到 的 , 至 加 原理 对 无 穷 多 线性 组 合 会 不 成 立 . 然 
而 , 作为 Poisson 积分 公式 的 一 个 推论 , 得 知 (14) 实际 上 对 r< r。 都 有 效 , 即使 
N = co. 虽然 下 面 Poisson 积分 公式 的 非 正式 推导 不 能 代替 一 个 严格 证 明 ( 参 
看 下 面 的 定理 1), 但 这 个 推导 解释 了 这 个 公式 是 怎样 产生 的 . 
先 不 严格 地 开始 , 在 (14) 中 取 N = co, 并 用 f 的 积分 表示 f 的 Fourier 级 
数 的 系数 an 和 bn, 得 


U(r,0) = x f ” ddt 
= SAEPE i 7 f(t) cos(nt)dt cos(né) 
nel To T Jax 
+i ff f(t) sin(nt)dt sin(n@)] }. 
把 这 些 积分 合并 , 得 


U(r,0) = IF rol + DO (~)"leos(nt) cos(nb) + sin(nt) sin(n6)] } dt 
-y n=1 o 


= A OG + pala cos(n(@ — t)) }dt. (16) 


下 原文 误 为 第 一 个 .一 - 译 者 
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可 对 (16) 中 的 级 数 如 以 下 求 和 . $ r= = [cos(@ — t) + isin(0 — t)}. 则 (16) 中 的 
括号 内 的 表示 式 是 实 部 : 
5 +E io -o = Re(5 fe) (17) 
对 |r| < 1, 几何 级 数 OO, 7"( 具 复数 项 7") 收敛 到 7/(1 — 7), A (17) 是 
]. 
对 任意 复数 z =a +ib £0, A 1/z = 2/|2|?, 其 中 三 = a — ib. 因此 ， 


1+7 _ (1+r)(1-7)_ 1-Ir/? T-T 
l-r = fl-cP? [j-r [ri 


由 于 最 后 一 项 是 纯 虚 数 , 所 以 得 到 


1 十 7 
l-r 


1 T 1 
Rels 十 IF = aRel 


1 十 7 1 一 | 1 —(r/ro)? 


Re[ 


i 1-72 1 — (T +7) + |r|? 


2 2 
to Tr 


~ r2 — 2rro cos(0 — t) + r? = P(r,ro,0 — t). (18) 


表示 式 P(r, ro, 0 — t) 称 为 Poisson 核 . 结合 (16),(17) 和 (18), 得 Poisson 积 分 
公式 


U(r,0) = x T P(T, To,0 — t)f(t)dt (r < ro). 


注 记 虽然 上 述 论证 间接 表明 (19) 满足 Dirichlet 问题 (11), 但 它 不 能 作为 
一 个 证 明 , 因为 我 们 假设 (14) 即使 当 N = oo 时 也 是 对 的 , 且 在 (16) 中 不 讲理 由 
交换 了 积分 和 无 穷 和 . 在 给 出 证 明之 前 , 我 们 先 作 一 些 评注 . (18) 中 P(r,ro,0-t) 
的 分 母 是 极 坐 标 中 (7,9) 到 (7。,t) 的 距离 的 平方 (利用 关系 kl? = zz, 直接 计 
算 |re® - roei|?)， 因 此 , 只 要 r < ro, Plr,ro,t — 9) 是 (r,0) 的 C% 函数 . 由 
Leibniz 法 则 (参看 附录 3), 通过 积分 号 下 对 P(r,7o,9 — t) R, 可 对 U(r, 8) 
随意 求 导 (关于 r 和 9) 任意 次 ， 特 别 , 通过 检验 对 每 个 固定 的 t, 作为 + 和 
0 的 函数 ，P(r ro 0 — t) 满足 (11) 的 D.E., 我 们 能 验证 U(r,0) 是 调和 的 ( 关 
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于 r < ro).( 因 为 已 经 知道 P(r,7。,9 —t) 是 极 坐标 的 光滑 函数 , 所 以 这 不 会 有 困 
W.) 这 种 检验 是 直接 的 和 宛 长 的 , 我 们 把 它 留 给 勤勉 的 读者 .P 是 调和 的 事实 
似乎 是 对 的 , 因为 它 是 (16) 中 调和 函数 的 和 (虽然 是 无 穷 和 ) 的 两 倍 . 对 那些 熟 
悉 复 变量 函数 的 读者 的 另 一 种 考虑 , 在 (18) 中 我 们 已 经 把 P 表示 为 解析 函数 
tT =(r/rojeO-9, r< ro 的 实 部 , 因此 P 必 是 调和 的 . BS, 已 是 调和 函数 的 事 
实 结合 Leibniz 法 则 得 出 (19) 中 的 U(r,0) 对 于 > < ro 是 调和 的 结果 . 因此 , 为 
了 确定 下 面 的 结果 , 只 需要 验证 U(r, 0) 可 连续 地 延 拓 到 在 边界 r= r。 上 给 定 
的 函数 f (0). 


定理 1 (Poisson 积分 公式 ) 令 f(0) 是 以 2r 为 周期 的 连续 周期 函数 . 定义 


U(r,0) = 1 L tae a (r < ro) (20) 


27 J_, T2 — 2rrocos(0 — t) +r? 


和 
U(ro,0) = f(0) (r=7o). (21) 


则 U(r, 0) 在 开 圆 盘 > < r。 上 是 调和 的 , 并 在 闭 圆 盘 + < r。 上 是 连续 的 . PR 
AZ, U(r, 0) 满足 Dirichlet 问题 (11). 


证 明 由 上 述 的 注 记 , U(r,9) 在 开 圆 盘 内 是 调和 的 . 为 了 得 到 U(r,6) 在 闭 
圆 盘 上 的 连续 性 , 必须 证 明 : 任 给 边界 上 的 一 点 (ro,bo), 当 (r, 0) 趋 于 (ro, 00) 时 
U(r,9) F f(90). 先 需要 证 明 , 对 于 r< ro, 

下 72 一 72 

27 if 72 一 2rrocos(@ — t) +r? 本 (22) 
注意 到 该 积分 与 9 无 关 , 因为 改变 0 只 起 到 对 被 积 函 数 (周期 为 2r 的 周期 函 
数 ) 平移 的 作用 而 不 改变 积分 值 . 因此 , (22) 的 左边 是 一 个 调和 函数 (由 上 述 的 
注 记 , 其 中 f(9) =1), 且 是 与 0 KK, 于 是 必 具 有 形式 Clnr 十 K( 参 看 第 6.1 节 
的 例 1). 然而 , 当 7 = 0 时 (22) 的 左边 显然 是 1, 因此 C = 0 和 天 = 1( 即 ,(22) 
对 所 有 的 (7,9), r < re 成 立 ). 在 (22) 中 用 常数 F(bo) 相 乘 , 得 


£060) == | Ptrro0 df(00)dt (23) 
并 从 (20) 减 去 (23) 的 对 应 两 边 , 得 
U(r, 6) = F00) = zy f Pero -OO fo (28) 
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为 证 U(r, 0) 在 (ro, 00) 处 的 连续 性 , 必须 证 明 通 过 要 求 (", 0) 充分 靠近 (ro, 00), 
(24) 的 右边 可 任意 小 . (24) 中 的 积分 区 间 [r,r] 可 由 新 的 区 间 [一 m b+ 可 (长 
度 为 2r) 替换 而 不 改变 积分 值 ， 因 为 被 积 函 数 是 以 2 为 周期 的 ， 对 任意 的 
6, 0< 6 <7, 把 新 区 间 分 成 三 部 分 , 即 


41 = [bo — 7, 0o — ô], i2 = [0o — 5,00 + ô], iz = [00 + 6,00 + 7). 


把 2 P(r,ro,0 —t)[f(t) 一 f(90)] XF t EKE 和 上 的 积分 记 作 n, 类 似 地 定义 
hk 和 Ig. 为 估计 Io, 令 M(6) EH t EPLE bo 长度 为 26 的 区 间 五 取 值 时 
|f(t) — f(90)| 的 最 大 值 . 由 于 f 在 9o 是 连续 的 , 所 以 取 5 充分 小 时 可 使 M(6) 
任意 小 . 我 们 有 


Mal = Iz; |. Pro -DIO -foolad < Tir | Pras0 tdt < M6), 

(25) 
其 中 在 最 后 的 不 等 式 已 用 了 (22) 和 P(r, ro, — t) > Ot r < ro) 的 事实 . 为 估 
计 五 和 五 ,对 于 |x| < V1l, 利用 1 - cosz = z2( 一 而 z2 十 …) > 十 z2. 为 证 这 
个 不 等 式 , 注意 到 对 于 z2 < 12, 级 数 — dha? + 高 zt 一 … 是 项 的 绝对 值 是 音 
减 的 交错 级 数 , 因此 } — 去 z2( 在 lel < VIT 时 它 > 页 ) 是 整 人 级 数 的 下 界 .于 
E, 得 (对 于 |9 -t| < Vil) 


r3 — 2ror cos(@ — t) +r? = (ro — r) + 2ror[1 — cos(@ — t)] 


_ +)2 
> 2ror{1 — cos(6 — t)} > rent 


因此 , 对 |9 一 让 < VT( 且 因为 对 于 + < ro, Cat) < 2) 

12(r2 — r?) 2 24(ro — r) 
ror(@—t)2 © r(@—t)?~ 
S M È |f(a)|, -r < a < r 的 最 大 值 . (M FE, A f(x) 是 财 区 间 [-r, x] 
上 的 连续 函数 .) 则 |f(t) - f(90)| < 2M. 假设 9 与 0o 相距 不 超过 #6 (BP 
10 一 90o| < 36), 其 中 #6 < VTI — r ~ 0.175. WX} i 中 的 t, 有 


P(r,ro,0 — t) < (26) 


1 
55 < l0 — t| < |Ø — 40] + [0 - t| < VII- r +0 = VIL. 


因此 , 可 利用 (26) 得 到 


24M (ro — r) 


r? /4 (27) 


i 
Inl< + [ P(r, ro,0 — t)|F(t) — f(80)\dt < 
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对 |1s| 有 相同 的 界 . 于 是 由 (25) 和 (27), 得 
[Ty + Io + Is] < M(ô) + 192M “2 
任 给 e > 0, 可 取 6 > 0 如 此 小 , 使 得 M(5) < te 然后 取 9 靠近 00, 使 得 
19 一 90| < min(36, VII — 7), 并 取 r 充分 靠近 ro, 使 得 192(r. — r)/(r8?) < de, 由 
(28) 和 (24) 得 到 |U(r, 0) - f(90)| < e 换言之 , 通过 取 9 充分 接近 bo 和 充分 
接近 (但 小 于 )r。 我 们 能 使 U(r, 0) 任意 接近 f (00). 口 
即使 对 简单 的 琐 数 , 积分 (20) 要 精确 计算 都 会 是 困难 的 , 但 根据 数值 积分 ， 
比方 由 Simpson 法 则 , 对 任意 给 定 的 (7,0), 可 求 出 (20) 的 近似 值 . 如 果 f 可 能 
用 有 限 Fourier 级 数 表 示 的 话 , BB (11) 的 解 用 (14) EREA (20) 表示 要 方便 得 
多 . 的 确 , 在 这 种 情形 , 由 圆 盘 上 Dirichlet 问题 的 唯一 性 定理 , (14) 必 是 (20) 的 
积分 的 结果 , 如 下 面 例子 所 说 明 的 . 
例 3 证 明 对 7 <1, 有 
ee dd (1 —r?)sint 
Qn J_, 1 — 2rcos(6 — t) +r? 
解 (29) 的 两 边 都 是 半径 ro = 1 的 圆 盘 上 具 B.C. £(0) = sing 的 Dirichlet 
问题 的 解 . 由 唯一 性 , 这 两 边 对 > < 1 必 相 等 . 附带 提 及 一 下 , (29) 对 于 r > 1 
不 总 是 有 效 的 . 的 确 , 对 7 > 1, 左边 是 -1sinb, 如 在 习题 (13) 中 所 证 明 的 . 口 


调和 函数 的 中 值 定理 和 正则 性 
现 来 研究 Poisson 积分 公式 一 些 值得 注意 的 结果 . 


(28) 


dt = rsin@. (29) 


定理 2( 中 值 定理 ) $ u 是 在 某 个 开 区 域 R 上 的 调和 函数 . 则 u 在 任 一 包 
含 在 R 内 的 闭 圆 盘 D 的 圆心 的 值 等 于 v 在 D 的 圆周 边界 上 的 平均 (或 中 


值 ). 


证 明 通过 引入 极点 在 圆心 的 极 坐标 , 可 假设 D 是 圆 盘 7 < ro 在 D 的 边 
FE, u SF U(ro, 6). 因此 , H r= 0 的 Poisson 积分 公式 (20), 得 


1 s 1 z 
u(0,0) = U (0,8) = zS P(0,ro,8 — t)U (ro, t)dt = z/ U(ro,t)dt, (30) 
-r -r 


因为 由 (18), P(0,7o,9 -t)=1. 最 后 的 积分 是 _ 在 D 的 边界 上 的 中 值 (或 平均 
值 ). 口 
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昌 然 在 一 个 开 区 域 尺 上 的 调和 函数 u ( 按 定 义 ) 只 要 求 是 C? 的 , 但 如 下 面 
定理 所 证 明 的 , 它 实 际 上 是 C™. 


定理 3( 调 和 函数 的 正则 性 ) MR u 是 在 某 个 开 区 域 尺 上 的 调和 函数 . 则 v 
Æ R EE Ce 的 . 


证 明 令 p 是 RR 内 任意 一 点 , BA p 为 极点 的 极 坐标 (r,0). 假设 ro 选 得 
足够 小 , 使 得 圆 盘 r< ro 包含 在 R 内 , 并 令 r= rcosg My = rsin9， 现 把 
P(r,To,0 — t) ALE (2,y,t), 2 +y? <r? 的 函数 时 , 它 是 无 穷 次 可 微 的 . 的 确 ， 

r2 一 2Z2 一 2 
[z — ro cost]? + [y — ro sin t]? ` 
因此 , 反复 利用 Leibniz 法 则 (参看 附录 3) 得 : u 在 圆 盘 r < ro 的 所 有 导数 可 通 


过 在 Poisson 积分 公式 的 积分 号 下 求 导数 来 计算 . 特别 ,v 关于 xz 和 y 的 所 有 偏 
导数 在 R 内 任意 点 p 存在 , Fit u Æ R 上 是 Ce 的 . 口 


P(r, To, 9 — t) = (31) 


定理 4( 无 穷 级 数 解 ) > f(9) 是 以 2r 为 周期 的 连续 周期 函数 , APS f(9) = 
tao + °°, an cos(nb) + bn sin(n9). 则 Dirichlet 问题 


D.E. Urs +uUyy =0, yT? +Y? <1 (32) 
B.C. U(ro,0) = f(0) 


有 由 下 面 给 出 的 (唯一 ) 解 U(r, 0) 


(7,0) = 500 + SE )” (an cos(ng) + bn sin(n8)) (r < ro), (33) 


而 U(ro,0) 定义 为 f(9).( 注 意 到 不 必 假 设 FS f(9) = f(9), 但 如 果 这 个 成 
XZ, (33) 对 r = ro 也 有 效 .) 


证 明 由 唯一 性 定理 (参看 第 6.2 节 的 定理 1) 和 定理 1, 问题 (32) 的 解 
U(r,0) 对 于 7 < ro 由 (20) 给 出 . 因此 , 只 需 证 明 (20) 和 (33) 的 右边 相等 . 由 
定理 3 得 到 , 对 任意 固定 的 r < ro U(r,0) 是 9 的 Ce 周期 函数 . 因此 , 由 第 
四 章 的 收敛 性 定理 (例如 , 第 4.2 节 的 定理 1), 可 知 对 固定 的 r< ro U(r,0) 的 
Fourier 级 数 收敛 到 U(r, 6). 于 是 , 只 要 证 明 U(r, 0) 的 Fourier 级 数 等 于 (33) 的 
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右边 即 可 . 计算 UV(r,b) 的 Fourier 系数 an(r) 
an(r) = > a U(r, 0) cos(n0)d6 
3 = f oh ji ” P(r,ro,0 — t)f (t)dt) cos(n8)d0 


z 
~~ 4r? 


/ i / ” P(r,ro,0 — t) cos(n8)d8) f (t)dt 


= = f (E cosine) fdt = (Zan, 


其 中 我 们 交换 了 积分 次 序 (参看 附录 2) 并 利用 了 具 边 界 函 数 cos(n0) 的 Dirichlet 
问题 的 解 是 (2) cos(nd) 的 事实 . 类 似 的 计算 得 出 关于 bn(7) 的 结果 . m 

注 记 注意 到 当 (33) 右边 的 第 n 项 用 z 和 y 来 表示 时 , 它 是 z My Wn 
次 多 项 式 . 因此 , 定理 4 告诉 我 们 , 一 个 在 闭 圆 盘 上 连续 , 在 其 内 部 调和 的 函数 
在 圆 盘 的 内 部 等 于 关于 z 和 y 的 一 个 寡 级 数 ( 即 , 调和 函数 是 关于 z My BR 
解析 的 ). (这 里 已 假设 zx 和 y 的 坐标 是 如 此 选取 , 使 得 圆 盘 的 圆心 , 比如 p 成 为 


原点 .) 由 高 等 微 积分 的 一 个 基本 结果 , GRRE u 在 p 处 的 Taylor RR. 
因此 , 如 果 所 有 u 在 p 处 的 偏 导数 为 零 , 则 u 在 整个 圆 盘 必 为 常数 . 口 
概要 6.3 


1。 极 坐标 形式 的 Laplace 运算 : 在 区 域 上 的 一 个 C? PRM u(z,y), 以 极 坐 
标 表 示 ulz, y) = U(r, 0), 我 们 有 


1 1 
Uzzx 十 Uyy = Urr + aus + 72 Veo. 


2. 圆 环 上 的 Dirichlet 问题 HEA Dirichlet 问题 可 用 以 下 极 坐 标 表示 


D.E Upp 十 1U, + + Uoo =0, ri<r<ro; 

ka | U(ro,0) = f(0), f(0+27)= f(0), 
U (ri 0) = g(0), g(0 + 2m) = g(0); 

P.C. U(r,0+27x)= U(r,0) Ti <T < To. 


(S1) 
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这 里 “P.C.” 表 示 “ 周 期 性 条 件 .” 如 果 f(9) 和 g(9) 是 有 限 Fourier RH, 则 (S1) 
的 解 具 有 形式 (参看 命题 2) 


N 
U(r,0) = ao + aolnr + È` Un(r, 8), (S2) 
n=l 
其 中 Un(r,0) = (anrn + anr”) cos(nO) + (bnr? + Bnr”) sin(nd), n21, HA 
数 an, bn, an 和 B, 由 公式 (8) 中 (0) 和 g(0) 的 Fourier 系数 给 出 . 


3. ABER Dirichlet 问题 : 半径 为 rw, 圆心 在 (0,0) 的 圆 盘 上 的 Dirichlet 
问题 可 表示 为 


D.E Urs + Uyy = 9, Va? +y? < To; 
B.C. U(ro,0) = f(0), f(0+2r)= f(A), 


其 中 U(r, 0) = u(z,y) = u(r coso, rsin0), f(9) 是 给 定 的 连续 周期 函数 . 若 f0) 
具有 形式 


(S3) 


N 
f(0) = Zao + Y an cos(n8) + bn sin(nd), (S4) 
n=1 
则 (S3) 的 解 为 
N 
U(r, 0) = Za + > (~—)"(an cos(n@) + bn sin(n0)). (S5) 
n=1 °? 


(S3) 的 解 也 能 用 Poisson 积分 公式 来 表示 , Poisson 积分 公式 反 过 来 能 用 于 验证 
公式 (S5)( 对 于 7 < ro) 当 N = co 以 及 f(9) 是 连续 时 的 正确 性 (参看 定理 4). 


4. Poisson 积分 公式 (定理 1): 令 f(9) 是 以 In 为 周期 的 连续 周期 函数 . 
定义 U(ro,9) = f (0) HE 
0) = 2 J "OAO a a (S6) 


2r J_,, T2 — 2rro cos(0 — t) +r? 


则 U(r, 0) 在 开 圆 盘 r< r。 上 是 调和 的 , 在 闭 圆 盘 r< r。 上 是 连续 的 . 换 句 话 
说 , U(r, 0) WR Dirichlet 问题 (S3). l 


5. 中 值 定理 (定理 2): Ru 是 在 某 个 开 区 域 R 上 的 调和 函数 . 则 u 在 任 
一 包含 在 R 内 的 闭 圆 盘 D 的 圆心 的 值 等 于 v Æ D 的 圆周 边界 上 的 平均 (或 中 
值 ). 
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6. 调和 函数 的 正则 性 (定理 3): WE u 在 某 个 开 区 域 R 上 是 调和 的 , Wu 
E R EE Cee 的 . 的 确 , u 在 RR 上 是 实 解析 的 . 


练习 6.3 


1. MIKE Dirichlet 问题 
D.E Ure + 1U, + Uoo =0, l<r<2; 
B.C. U(2,0) = f(@), U(1,0) = g(0); 
P.C. U(r,@+ 27) = U(r,0), 


(a) 4 f(@) = 1+ 2cos@ + cos(26) Fil g(@) = sin(20) At; 
(b) “4 f(0) =sin? @ 和 9(9) = sin 0 cos0 时 ; 
(c) 4 f(0) =a Al g(0) = b 时 , 其 中 a Mb 是 常数 ; 
(d) 当 (0) = asin(30) 和 9(8) = bsin(36) 时 , 其 中 a Al b 是 常数 ; 
(e) 4 f(@) =1+3cos 6 — 17 sin(80) # g(0) = 0 Rt. 
2. (a) 证 明定 义 在 圆 环 ri <r < ro 上 的 任 一 具有 形式 U(r,6) = h(0) 的 调和 函数 ( 即 与 
r EX) 必 为 常数 , 即 与 8 也 无 关 . 
(b) 假设 (a) 中 的 调和 函数 只 要 求 定义 在 圆 环 的 上 部 (0 < 9 < r) 证 明 在 这 种 情形 
h(0) 不 必 是 常数 . 如 果 h(0) = a 和 A(x) = b, 则 对 于 0 < 9 <r, h0) 等 于 什么 ? 
3. FAB 7 < 2 上 的 Dirichlet 问题 


D.E terttyy=0, (z? +y? <4) 
B.C. U(2,0)= f(0), f(8+2r)= f(8), 


其 中 f(0) 是 由 习题 1 的 各 部 分 给 出 . 为 什么 这 里 不 能 只 利用 习题 1 中 的 答案 来 解 上 述 
问题 ? 

4. (a) 利用 Poisson 积分 公式 , 当 f(0)=0°, -r 和 6 和 时 写 出 习题 3 中 的 问题 的 解 . 
(b) 用 形 如 定理 4 (33) 的 无 穷 级 数 来 表示 (a) 中 的 解 . 这 只 是 一 个 形式 解 还 是 一 个 
精确 解 ? 

(c) 为 了 在 整个 圆 盘 r < 2 上 在 误差 0.01 ARMM, 估计 (b) 中 的 级 数 所 需 的 
项 数 . 


5. (a) 利用 (22) 来 计算 积分 万.[1 -acoszl-idz, 其 中 0 < a< 1 
(b) 利用 Poisson 积分 公式 来 计算 积分 


E 
_, l-acosz ~’ 


10. 


11. 


§6.3 圆 环 和 圆 盘 上 的 Dirichlet 问题 - 369 - 


其 中 f(x) 是 


(i) cos(nz), n=0,1,2,---; (ii) sin? z; (iii) cos? z. 


. 设 Ui(r, 0) 和 Uo(r, 0) 满足 圆 盘 r < ro E Dirichlet BIA In(ro,6) = fi(0) 和 


U2(ro, 8) = f2(0).O AR BF AK A MARE, 利用 Poisson 积分 公式 推断 
如 果 | 请 (9) — fe(@)| <e RW |Ur(r,@) —Ua(r,@)| <€, r< ro. 


换言之 , 在 圆周 上 靠近 的 调和 函数 在 圆 盘 上 将 是 靠近 的 . 
提示 利用 (22) 以 及 P(r,ro,0 — t) > 0 的 事实 . 


，(a) 假设 U(r,9) ERA > < ro 内 是 调和 的 , S V(r,9) = U(Rr,0), 其 中 已 > 0 是 常 


数 . 证 明 V 在 圆 盘 r< ro/R 内 是 调和 的 . 
(b) 假设 R < 1, 利用 Poisson 积分 公式 和 (a) 推导 


U(Rr,0) = x f P(r,ro,0 ~ t)U (Rro, t)dt. 


. 证明 对 于 0 < rı < r2 < rs, Poisson 核 (参看 (18)) RA FE “ERY PER: 


P(ri,ra,8) = 去 f P(r1,72,0 — t)P(r2, ra, t)dt. 


提示 ”左边 是 关于 rı < rs 的 (r1,0) 的 调和 函数 . 在 圆 盘 r < r 上 对 该 函数 运 
FA Poisson 积分 公式 . 


» 一块 几乎 是 平 的 导热 板 是 以 半径 是 5 的 圆 盘 的 形状 . 假设 该 板 在 两 面 上 是 绝热 的 . 板 的 


边界 给 定 一 个 形 如 f(9) = 100? 的 稳 态 温度 分 布 , 其 中 中 心 角 9 的 取 值 范围 是 - 到 
T. 该 稳 态 温度 在 板 的 中 心 等 于 多 少 ? 
求 以 下 Neumann 问题 的 解 U(r, 0) 

DE usz+tyy=0, 22+y? <r? 

B.C. Ur(ro,0) = f(0); 

P.C. U(r,0+4 27) = U(r, 8), 
其 中 f(8) = jao + OM, an cos(nd) + bn sin(nd), A N 是 有 限 的 以 及 ao = 0. 为 什 
么 必须 假设 ao = 0? 
为 了 得 到 圆 环 (ri <r < ro) 上 Neumann 问题 , 在 (3) 的 B.C. 中 以 U, 替换 U. 然后 
HR f(9) 和 9(9) 如 (6). 
(a) 关于 4o 和 Co 在 什么 条 件 下 Neumann 问题 解 存在 ? 
(b) 在 (a) 的 条 件 下 , RIAL Neumann 问题 的 解 . 


外 原文 误 为 Uz(r,8) = f2(9). 一 一 译 者 
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12. 


13. 


提示 “通过 注意 到 如 果 U(r,9) 满足 r (rU) +r *Uee = 0, W V = rU, 满足 
r—l(rV,)r 二 r-2Vse = 0, 可 以 免 去 很 多 工作 . 因此 , 利用 前 面 的 公式 (8), 解 关于 V R 
有 B.C. V(ro,9) = rof(6) Al V(ri, 0) = rig(9) 的 Dirichlet 问题 , RERA r 并 关于 
r 积分 , 得 到 Neumann 问题 期 望 的 解 U. 
(c) 令 V(r,6) 是 一 固定 的 Neumann 问题 的 任意 两 个 解 的 差 。 利用 D.E. 证 明 
rlir(VVr)Jp +77 (VVe)e = (WV)? 十 r (Ve)?， 关于 面积 元 素 rdrdb 在 圆 环 ri < 
r < ro 上 该 结果 积分 来 推断 V 必 是 常数 (参看 第 6.2 节 中 的 习题 9). 
(a) 证 明 对 于 r < ro, 有 

Ye 一 个 < r? - r? Yo 十 他 
ro 十 rr ` r2—2rrocos(@—t)+r? ~ro—r 
(b) 利用 (a) 中 的 结果 推断 : 如 果 u 在 开 圆 盘 > < ro 内 调和 , 在 财 圆 盘 r< ro 上 连续 ， 
且 是 非 负 的 , W Harnack 不 等 式 成 立 : 
To 
Tot? 

(c) 利用 Harnack 不 等 式 证 明 对 所 有 (x,y) 有 定义 的 非 负 调和 函数 u(x, y) 必 是 常数 . 

提示 在 (b) 中 考虑 大 的 ro. 
(d) 利用 (c) 证 明 对 所 有 (z,y) 有 定义 的 非常 值 的 调和 函数 的 图 像 z = u(r, y) 必 与 每 
个 水 平面 z = 常数 相交 ( 即 ,w 的 值 域 是 全 体 实数 的 集合 .). 特别, 如 果 存 在 一 个 常数 
M, 使 得 对 所 有 的 (x,y), lulz, y)| < M (ED u BAR), 则 u = 常数 . 
(a) 证 明 


at 


—T (0, 0) < U(r,0) < — ru(0, 0) (r < ro). 


1 /™ {1 一 r2)sint 1. 
— —> dt = -sin h, 1. 
zl oe "E oe 


提示 4 p=1 <1 IRIE P(r, 1,0 —t) = -—P(p,1,89 — t). 
(b) 更 一 般 地 , 证 明 如 果 


U(r, 8) = 过 f "Plr,ro,0— f(adt, TE. 
其 中 f(t) 是 连续 函数 , 则 对 > > ro, 
n 2 
二 f P(r,ro,0 ~ f(t)at = —u(®, 6). 


(c) 取 U(r, 0) 如 (b) 中 所 示 , 证 明 V(r,6) = U(E, 0) 对 于 > > ro 是 调和 的 , A V(r, 8) 
连续 地 延 拓 到 圆周 7 = ro 上 的 函数 f(0). limo V (7,9) 等 于 什么 ? 
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86.4 Dirichlet 问题 的 最 大 值 原理 和 唯一 性 


在 前 面 的 章节 中 , 我 们 已 经 看 到 最 大 值 最 小 值 原理 (或 简单 地 称 为 最 大 值 
原理 ) 以 及 它 的 推论 , 唯一 性 定理 是 很 有 用 的 结果 . 没有 唯一 性 , 我 们 就 无 法 像 
多 次 谈 到 的 那样 , HEA Dirichlet 问题 的 解 . 而 且 有 些 地方 唯 一 性 以 更 隐 临 的 方 
式 表 示 . 例如 , 中 值 定理 (第 6.3 节 的 定理 2) 的 证 明 用 到 事实 : 每 个 调和 函数 可 
由 在 一 个 适当 的 圆 盘 上 的 Poisson 积分 公式 给 出 , 但 这 就 假设 了 唯一 性 . 同样 的 
理由 , 在 证 明 调 和 函数 是 Cee (参看 第 6.3 节 @ 定 理 3) 中 , 我 们 已 经 用 了 唯一 性 . 
另外 , 最 大 值 原理 可 用 来 以 Dirichlet 问题 解 在 边 值 上 的 差 来 估计 它们 的 差 . 这 
种 估计 在 应 用 上 很 重要 (参看 第 6.2 节 的 例 5). 在 证 明 最 大 值 原理 之 前 , 我 们 先 
来 回顾 一 些 术 语 . 

zy- 平 面 上 一 个 子 集 D 是 开 的 , WR D 中 的 每 点 是 某 个 完全 包含 在 DA 
的 圆 盘 (具有 正 半 径 ) 的 圆心 . 点 p 是 zy 平面 的 某 个 子 集 E 的 边界 点 , 如 果 
每 个 以 p 为 圆心 的 圆 盘 含有 E 中 的 点 也 含有 不 在 EB 中 的 点 . E 的 一 个 边界 点 
不 必 是 属于 EW. 的 确 , 开 集 不 含有 它 的 任意 边界 点 . 一 个 集合 包含 它 所 有 边 
界 点 的 称 为 闭 集 . E 的 所 有 边界 点 的 集合 称 为 E 的 边界 . 集合 E 的 闭 包 是 闭 
集 E, 它 由 或 是 E 中 的 点 或 是 E 的 边界 中 的 点 组 成 . 例如 , 如 果 是 开 圆 盘 
r<1, 则 DBR, Ar = 1 是 D 的 边界 , 而 DD 是 闭 圆 盘 7 <1. 非 空 集 E 
的 直径 是 EE 中 各 对 点 之 间 的 最 大 距离 (如 果 这 种 最 大 距离 存在 的 话 ). 因此 一 个 
矩形 ( 开 的 或 闭 的 ) 的 直径 是 对 角 线 的 长 度 , 而 一 个 圆 盘 的 直径 就 是 通常 意义 下 
的 直径 . 如 果 E 中 存在 可 相隔 任意 远 的 点 , 则 E 的 直径 称 为 是 无 穷 的 , HP E 
是 无 界 的 (例如 , 半 平 面 , 或 一 个 圆周 的 外 部 ). 如 果 E 的 直径 是 有 限 的 , 则 称 E 
是 有 界 的 . 这 个 标准 术语 会 是 很 微妙 的 . 例如 , 一 个 无 界 集 能 包括 它 的 边界 ( 例 
如 , 闭 半 平 面 y > 0). 另外 , z- 轴 上 的 开 区 间 不 是 xy- 平面 的 开 子 集 . 一 子 集 E 
RA (道路 ) 连 通 的 , 如 果 EE 中 任意 两 点 可 用 -- 条 完全 包含 在 EE 中 的 连续 曲线 
相连 接 . 

本 节 将 用 到 的 一 个 事实 是 : 在 一 个 闭 的 和 有 界 的 集合 上 连续 的 函数 在 该 集 
合 中 的 某 点 达到 最 大 值 (参看 附录 4). 关于 调和 函数 该 事实 的 一 个 重大 改进 是 
最 大 值 原理 . 最 大 值 原理 表明 , 如 果 D 是 一 个 有 界 开 集 , u 是 万 上 的 连续 函数 
并 且 是 D ERMA, Wu 在 D 的 边界 上 达到 它 的 最 大 值 . 函数 u 也 在 D 
的 某 点 取 到 它 的 最 大 值 是 可 能 的 . 然而 , 最 大 值 原 理 的 一 个 更 强 的 形式 ( 强 最 大 
值 原 理 ) 表明 : 在 这 种 情形 , 如 果 D 是 连通 开 集 , Wu 必 恒 等 于 常数 .虽然 我 
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们 考虑 的 是 二 维 的 情形 , 但 注意 到 在 一 维 情形 关于 调和 函数 u= f(z) 对 应 的 强 
最 大 值 原理 完全 是 平凡 的 . 的 确 , 在 一 维 情形 , Laplace 方程 是 f(x) = 0, 由 此 ， 
f(z) = azx 十 b. 在 任意 闭 区 间 (有 界 的 , 闭 的 直线 的 子 集 ) 上 这 样 的 郴 数 在 一 个 
端点 上 达到 它 的 最 大 值 . ME, WR f(z) 还 在 区 间 的 内 部 达到 它 的 最 大 值 , 则 显 
SR f(z) 是 常数 . 当然 在 二 维 情形 , 情况 更 复杂 . 作为 一 个 特殊 的 说 明 最 大 值 原 
理 的 例子 , 见 第 6.2 节 的 例 3. 作为 初步 揭示 对 一 个 非常 数 的 调和 函数 不 可 能 出 
现 局 部 最 大 值 , 我 们 提供 下 面 的 例子 . 

例 1 S u(z,y) 是 在 某 个 开 区 域 D LIAM PRR. 证明 如 果 u 在 某 点 
p= (xo, yo) 具有 局 部 最 大 值 , 则 在 p 处 的 所 有 一 阶 和 二 阶 偏 导数 必 为 零 (B, 
图 像 在 p 处 是 “二 阶 ” 水 平和 平坦 的 ). 

解 如 果 在 p 处 有 局 部 最 大 值 , 则 可 知 us Alu, 在 p 处 为 零 . HY u 的 
图 像 在 任意 方向 不 会 是 凹 的 , 所 以 u 在 p 处 在 任意 方向 cosbi+sinbj 的 二 阶 方 
向 导数 必 是 非 正 的 , 即 

Tule + t cos, yo + tsin @)|:<0 

= cos? Ouzz(p) + 2sin 0 cos Ouzy(p) + sin? Ouyy(p) < 0. (1) 


H 0 = 0, 得 到 wec(p) < 0. HO = 3, 4Ẹ uyy(p) < 0. 则 Laplace FE use +uyy = 0 
隐 含 uzz(p) = 0 和 tyy(p) = 0 (为 什么 ?). 在 (1) 中 取 9 = F, 得 uzy < 0, 而 取 
9 = -了 ,得 -wav(p) < 0. 因此 , 还 有 wzy(p) =0. 


定理 1 (最 大 值 最 小 值 原理 ) $ u= ulr, y) 是 定义 在 D 上 的 连续 函数 , 其 
HD 是 zy- 平 面 的 任 一 非 空 的 有 界 开 子 集 . WR u Æ D 上 是 调和 的 , M u 


的 最 大 值 和 最 小 值 在 D 的 边界 上 达到 . 


证 明 我 们 知道 (参看 附录 4)u 的 最 大 值 在 万 中 某 点 达到 , 因为 u 在 闭 有 
RE 万 上 连续 . 用 反 证 法 来 证 本 定理 . 假设 最 大 值 不 在 边界 上 达到 . 则 最 大 值 
在 D ASE (20, yo) 达到 , 设 M = u(zo, yo) > Mo, 其 中 Me Æ u Æ D 的 边界 
上 的 最 大 值 . 对 某 个 常数 e > 0, 令 


u(x,y) = u(x, y) + €[(x — z0)? + (y — yo)’. (2) 


则 vw(zo, yo) = u(z0, y0) = M, 且 v 在 万 的 边界 上 的 最 大 值 不 超过 Mi + ed2, 其 
中 以 是 也 的 直径 . 对 充分 小 的 e A M > M + ed?(BN, 0< e< (M — M,)/d?). 
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对 这 样 的 e, v 的 最 大 值 不 会 在 D 的 边界 上 发 生 , 因为 v 在 (zo,yo) 处 的 值 大 
F v 在 任 一 边界 点 上 的 值 . 然而 , 在 D 内 会 存在 点 , 使 得 在 这 些 点 上 v 大 于 等 
于 M. 设 v 的 最 大 值 在 (zi,yi) 处 达到 , 该 点 (如 我 们 所 看 到 的 ) VE D A. 
在 (21,y1) 处 , WA vee < 0 和 wy < 0, 因为 v 的 图 像 在 (21,y1) 处 在 zx 或 
y 方向 不 会 是 四 的 .因此 , 在 (21,y1) Xb, 有 ver + vy, < 0. 然而 , 由 (2), 得 
Ure 十 Vyy = Uzz + Uyy + 2e + 2e = 4e > 0, 其 中 我 们 最 后 用 了 % 在 D 上 是 调和 的 
假设 . 因此 , 得 到 矛盾 , 我 们 最 初 u 的 最 大 值 不 在 边界 上 达到 的 假设 不 成 立 . 由 
F u 的 最 小 值 是 函数 -vw( 也 是 在 上 调和 的 ) 的 最 大 值 的 负数 , 所 以 由 上 述 关 
于 最 大 值 的 结果 , u 的 最 小 值 也 在 D 的 边界 上 达到 . 口 

注 记 注意 到 在 上 述 的 证 明 中 , 我 们 没有 用 到 前 面 章节 的 任何 结果 . 下 面 
的 唯一 性 定理 是 最 大 值 原理 的 一 个 直接 推论 , 因此 我 们 避免 了 任 一 循环 的 推理 
( 即 , 唯一 性 的 证 明 不 牵涉 到 利用 前 面 的 假设 唯一 性 成 立 的 结果 ). 口 


定理 2 (Dirichlet 问题 的 唯一 性 定理 ) 对 zy 平面 上 任 一 非 空 有 界 开 子 集 
D. Ù u, Ñ uz Æ D LEER, 在 D 上 是 调和 的 . WR u 和 u 在 万 的 


所 有 边界 点 是 相等 的 , 则 在 整个 石上 它们 是 相等 的 . 换言之 , D 上 Dirichlet 
问题 至 多 只 有 一 个 解 . 


证 明 Hv =u, — ue ATE D EWEEK, 在 D 上 是 调和 的 . 由 于 在 D 
的 边界 上 v = 0, 所 以 最 大 值 最 小 值 原理 隐 含 v < 0 Mv > 0. 因此 , 在 万 上 
v=0, BIE D 上 u = u. o 

接 下 来 我 们 证 明 , 在 一 个 有 界 开 集 D 上 Dirichlet 问题 中 , 如 果 边 界 上 指定 
的 函数 改变 不 超过 e, 则 解 (如 果 存 在 的 话 ) 在 整个 D 中 变化 不 超过 e 粗略 地 
说 来 , 解 连续 地 依赖 于 边界 数据 . 


定理 3 ( 解 对 边界 数据 的 连续 依赖 性 ) 令 ui( i = 1,2) 是 Dirichlet 问题 


D.E. Auj=0 FDE 


B.C. ui = fi FECE 


的 解 (假设 存在 ), 其 中 C 是 有 界 开 集 D 的 边界 . 如 果 M Æ lA- fl EC 
上 的 最 大 值 , 则 对 D 中 所 有 的 (x,y), 有 lua(z,y) — ulz, y)| < M. 
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证 明 Sv =u -— ue. Xt D 中 所 有 的 (z,vy), 有 
= max(| fi — fel) < min(fi — f2) < v(z, y) < max(fı — f2) < max(|fı — fal), 


其 中 第 一 个 和 最 后 一 个 不 等 式 是 显然 的 , 把 最 大 值 最 小 值 原理 运用 到 v, 得 到 中 
间 两 个 不 等 式 . 因此 -M < vlr, y) < M, 以 及 对 D 中 所 有 的 (x,y), vle, y) < 


M. 口 
注 记 4A=fe 时, 我们 有 M = 0, 于 是 唯一 性 定理 (定理 2) 作为 定理 3 
的 一 个 推论 . Oo 


Pl 2 wu 是 任 一 在 整个 cy 平面 上 非常 值 的 调和 函数 . 由 第 6.3 节 习 题 
12(d) 得 知 u 的 零 水 平 集 {(z,y)lu(z,y) = 0} 是 非 空 的 . 证 明 该 水 平 集 不 会 含有 
任意 圆周 . 

R 如 果 可 能 含有 一 圆周 的 话 , 调和 函数 v 将 成 为 由 该 圆周 所 围 的 圆 盘 D 
上 Dirichlet 问题 的 解 , 其 中 边 值 数 据 为 零 . 由 唯一 性 定理 , u 在 整个 圆 盘 D 上 
为 0. 下面 证 明 在 整个 zy- 平 面 上 u = 0. 注意 到 在 D 的 圆心 p, u 的 所 有 偏 导 
数 等 于 零 . 因此 , u 在 p 处 的 Taylor 级 数 为 零 . 然而 , 由 第 6.3 节 定 理 4 后 面 的 
注 记 , E u 调和 的 任意 圆 盘 上 , u 等 于 它 在 圆心 的 Taylor BM. AF u 在 zy- 平 
面 上 调和 , 所 以 它 在 p 处 的 任意 大 的 圆 盘 上 是 调和 的 . 因此 , wv 在 p 处 的 Taylor 
级 数 为 零 推 得 在 整个 平面 上 w= 0. 同样 的 论证 本 质 上 证 明 uly) 的 零点 集合 
不 会 包含 任 一 有 界 开 集 的 边界 . 口 

例 3 假设 ulz, y) 是 在 了 团圆 盘 > < 1 上 的 连续 函数 , 且 在 开 圆 盘 7 < 1 上 
是 调和 的 . WR w(cosbsinb) < sing + cos(20), 则 证 明 对 所 有 满足 2? +y? <1 
的 (x,y), 有 ulz, y) < y +r? —y?. 

解 注意 到 v(z,y) = y +2? -— y? 是 满足 v(cos0,sin9) = sin 0 + cos(20) 的 
Hal APA. 由 假设 , 在 圆 盘 <1 的 边界 上 w < v. 因此 , 调和 函数 w 一 v 在 边界 
7 一 1 上 的 最 大 值 必 小 于 等 于 零 . 则 最 大 值 原 理 隐 含 在 整个 圆 盘 上 u <v, 正如 
所 期 望 的 . 口 

例 4 (Poisson 核 的 唯一 性 ) 假设 对 每 个 以 27 为 周期 的 连续 周期 函数 
f(0), AR r < ro 上 具 边 界 条 件 U(ro,0) = f(0) 的 Dirichlet 问题 的 解 由 以 
下 公式 给 出 : Pie 

U(r,8) = > I  Qlr,ro, — t) (tdt, (3) 


XMAS Q(r, ro 0 — t), 该 函数 是 连续 的 上 且 关 于 上 是 以 2r 为 周期 的 , 证 明 对 
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所 有 的 7 < r。 以 及 所 有 的 9 Al t, Q(r, 70,6 — t) 等 于 Poisson K P(r, 70,6 — t). 


解 FAW Dirichlet 问题 的 解 U 是 唯一 的 , 所 以 得 知 , 如 果 以 已 替换 Q, (3) 
成 立 . 因此 , 有 


0 = U(r,0) -Un0) = xe [Ptre,0 =t) -= Orr 8 — DIAO. 


对 任意 固定 的 0 和 r < ro, & f(t) = P(r,ro,8 — t) — Qr,70,0 — t) 是 最 后 的 积 
分 中 的 连续 周期 函数 . 则 得 到 /" [f(t)]?at = 0, 由 此 , f(t) = 0, -r <t <r. H 
于 f(t) 是 以 2r 为 周期 的 , 则 得 知 对 所 有 的 t, f(t) = 0. 口 


强 最 大 值 最 小 值 原理 


强 最 大 值 最 小 值 原理 表明 , 如 果 在 某 个 连通 开 集 D ERARAS u Œ D 
内 达到 最 大 值 或 最 小 值 , 则 u 在 D 上 必 恒 等 于 常数 . D 不 必 是 有 界 的 或 u 不 
必 连 续 地 延 拓 到 D 的 边界 . 本子 节 的 目的 是 证 明 这 个 结果 . 用 到 的 主要 工具 
是 中 值 定理 ， 中 值 定理 是 作为 Poison 积分 公式 (参看 第 6.3 节 的 定理 2) 的 
推论 而 建立 的 ， 接 下 来 我 们 证 明 , 不 用 积分 公式 , 用 初等 方式 证 明 中 值 定理 也 
是 可 能 的 (而 且 是 有 启发 性 的 )， 这 另 一 种 证 法 基于 以 下 的 结果 , 其 中 我 们 写成 
U(r,0) = u(x, y (BAF 6.3 节 ). 


引 理 1 对 定义 在 圆 盘 D(r < R) 上 的 任意 C2 函数 u(z,y), 有 公式 


2r 
f i (use + tyy)dzdy = / U, (R, 0)Rdð. 
D 0 


换言之 , u 的 Laplace 算式 在 圆 盘 上 的 积分 等 于 u 的 法 向 导数 沿 着 边界 关于 弧 
长 微分 ds = Rd9 的 积分 . 
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证 明 用 极 坐标 计算 (4) 的 左边 ， 


27 R 1 1 
ff wrt U + Uo)rdrdo 
0 0 € T: 


2 R 2r R 1 
=f f (rUrr + Ur jardo + f [; —Ugedrdé 
2r 
=f L (rUr)}rdrdð + y i. —Ugedédr 


-f (rU, yao f: “U(r, o| 


= K RU,(R,0)d9 + [ Uatn, 27) = Von 0) (5) 
0 0 


然而 (5) 的 右边 就 是 (4) 的 右边 , 因为 由 于 U( 因 此 Ue) 关于 9 是 以 27 为 周期 的 
FX, (5) 中 右边 的 第 二 项 是 0. 为 了 证 明 积分 次 序 的 变换 (参看 附录 2) 是 正确 
的 , 我 们 注意 到 >-1Uee 中 的 显然 的 奇 性 是 可 去 的 , 因为 (根据 第 6.3 节 命 题 1 的 
证 明 )r-1Ugg TE ro 平面 中 的 矩形 0<r< R, 0<90< 2r KH r=0, 0<0<2r 
上 连续 地 延 拓 到 一 wz(0, 0) cos9 一 wy(0,0) sind. 口 


中 值 定 理 (第 6.3 节 的 定理 2) 的 另 一 种 证 明 


Gu 是 引 理 1 中 的 调和 函数 , 则 (4) 的 左边 为 0, 由 此 (由 附录 3 中 的 
Leibniz 法 则 ) 


ws 


= a U,(R, 0)d0 = a af" U(R,0)d0). 
因此 , fo" UCR, 0)d0 是 R 的 常数 值 函数 . 该 函数 在 R= 0 处 等 于 2ru(0,0), 于 
是 中 值 定理 成 立 . 口 


注 记 引 理 1 以 非常 一 般 形式 成 立 . 的 确 , 令 D 是 有 界 开 集 , 其 边界 C 由 
有 限 多 条 光滑 简单 封闭 曲线 组 成 (例如 像 瑞士 硬 干 酪 片 ), 并 令 u ED EEO 
函数 . 则 由 Green 定理 , 有 下 面 (4) 的 推广 


J | Svaray = f vu nas, (6) 


其 中 是 单位 外 法 向 , ds 是 弧 长 元 素 . 对 矩形, 第 6.2 HI 6 证 明了 (6) 成 立 . 
作为 一 个 直接 推论 , 得 Neumann 问题 的 相 容 性 条 件 


DE. Au=0, FDE; 
B.C. Vu-n=g, FCE, 
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即 


f gds = 0. 口 
C 

例 5 i ulz, y) HAR r? +y? <r 内 是 调和 的 . 若 v 在 点 (0,0) 达到 它 
的 最 大 值 , 则 证 明 u 在 整个 圆 盘 必 是 常数 . 

fe 由 中 值 定理 (参看 第 6.2 节 的 定理 2), 有 (对 任意 > < ro), 


20 27 
f u(0,0)d@ = 2ru(0, 0) = I U(r, 0)d6. 
0 0 


相 减 , 得 f°" [u(0,0) — U(r, 0)]d0 = 0. 由 于 被 积 函数 u(0,0) - U(r, 0) 是 连续 的 
和 非 负 的 (由 假设 u 的 最 大 值 在 (0,0) 处 达到 ), 所 以 作为 9 的 函数 , 有 u(0, 0) 一 
U(r, 6) 三 0. 因此 , 对 任意 r < ro, U(r,@) = u(0,0), 于 是 u 在 整个 圆 盘 > < ro 
是 常数 . 口 


定理 4 ( 强 最 大 值 最 小 值 原 理 ) Wu 在 连通 开 集 D 上 是 调和 函数 . 假设 u 


的 最 大 值 或 最 小 值 在 D 内 某 点 达到 . W u 在 整个 D 上 必 是 常数 . 


证 明 邻 p 是 DD 中 % 取 到 最 大 值 的 点 , 记 最 大 值 为 M, 令 9 Æ D 中 任 
意 其 他 的 点 . 由 于 D 是 连通 的 , 可 用 一 曲线 连接 p 和 g, 设 该 曲线 的 参数 化 为 
(z(t),y(t)), 其 中 x(t) 和 y(t) 是 0<t<1 的 连续 函数 , AA p= (z(0),y(0)) 和 
q = (x(1), y(1)). 我 们 必须 证 明 u(q) =M. & S={te [0,1]; u(a(t), y(t)) = M}. 
显然 , 0e S, 但 需要 证 明 1e S. > 如 是 最 小 的 大 于 或 等 于 所 有 5 中 的 数 的 实 
数 .( 由 于 S 是 有 界 的 , 这 样 的 to 的 存在 性 由 实数 系统 的 一 个 公理 , 上 确 界 公理 
来 保证 . 必须 证 明 to 属于 S H to = 1. 对 每 个 正 整 数 n, 由 to 的 定义 , 存在 5 
中 的 数 tn, 使 得 to — tn < 二. 由 u(x(t), y(t) 的 连续 性 , 得 


uz(to), y(to)) = lim u(z(tn),y(tn)) = M. 


因此 , to € S H u Æ (zlto), y(to)) 处 取 到 最 大 值 . 4 Do 是 以 (z(to),y(to)) 为 
圆心 , 完全 包含 在 D 内 的 开 圆 盘 ， 根 据 例 5, 在 D。 上 w = M， 现 我 们 用 反 
.证 法 证 明 to = 1. 如 果 to < 1, 则 由 x(t) 和 y(t) 的 连续 性 , 得 知 对 充分 小 的 
6 > 0, (z(to + 4), y(to + 4)) 属于 Do. 因此 , tp +5 属于 S, 这 与 to 的 定义 矛盾 ， 
TE, YA to = 1, 正如 所 期 望 的 . 因为 u 的 最 小 值 是 -u 的 最 大 值 的 负数 , 所 
以 我 们 也 知道 , WR u 在 D 取 到 它 的 最 小 值 , W u 在 整个 D 内 是 常数 . 口 
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Hid 最 大 值 最 小 值 原理 (定理 1) 是 强 最 大 值 最 小 值 原理 的 一 个 直接 推论 . 
的 确 , 沿用 定理 1 中 的 符号 , 如 果 最 大 值 (或 最 小 值 ) 不 在 D 的 边界 上 取 到 , 则 
由 定理 4, u 是 常数 , 由 此 , 在 D 中 处 处 取 到 最 大 值 (或 最 小 值 ), 得 到 矛盾 . 再 
者 , 由 于 上 面 中 值 定理 (在 例 5 中 运用 过 ) 的 另 一 种 证 明 没有 用 到 唯一 性 (定理 
2), 所 以 根据 定理 4 证 明定 理 1, 并 不 是 循环 的 . o 


例 6 假设 v 是 定义 在 水 平 带 形 -1 < y < 1 上 的 连续 函数 , 并 假设 u 在 
一 1 <y < 1 上 是 调和 的 . 假设 对 每 个 y € [-1,1], u(x, y) 关于 xz 是 以 2 为 周期 
的 ( 即 , 对 所 有 的 z, u(x + 2,y) = u(a,y)). 如 果 u 在 边界 直线 y = 士 1 上 等 于 
F, 则 证 明 u 在 整个 带 形 上 等 于 零 . 给 出 一 个 例子 说 明 如 果 去 掉 周期 性 的 假设 ， 
结论 不 成 立 . 

解 正方 形 -1 < z, y < 1 是 闭 的 和 有 界 的 . 因此 , 当 限 制 在 该 正方 形 时 ， 
连续 函数 u 在 正方 形 的 某 点 取 到 它 的 最 大 值 和 最 小 值 (参看 附录 4). 因为 假设 
u 关于 z 是 以 2 为 周期 的 , 所 以 u 在 该 正方 形 ( 沿 z 方向 ) 的 任意 平移 的 最 大 
值 和 最 小 值 与 原 正方 形 相 同 . 因此 u 在 带 形 上 的 最 大 值 和 最 小 值 可 在 无 穷 多 点 
上 取 到 . 如 果 这 些 点 中 的 任 一 个 点 不 在 带 形 的 边界 直线 上 , 则 (由 定理 4)w 在 带 
形 上 是 常数 , 于 是 在 带 形 上 恒 等 于 零 (为 什么 ?). 如 果 最 大 值 和 最 小 值 出 现在 边 
界 直线 上 , 在 其 上 u 等 于 零 , 则 该 函数 在 带 形 上 显然 为 0. 因此 , 不 管 什 么 情形 ， 
u=0. 注意 到 调和 函数 ulz, y) = cosh(rz/2) cos(ry/2) 在 边界 y = +1 EAF, 
但 对 于 -1 < y < 1 它 是 正 的 . 因此 , 周期 性 假设 不 能 去 掉 . 该 例 也 说 明 带 形 上 
Dirichlet 问题 的 唯一 性 不 成 立 (为 什么 ?). 口 


Hid 在 例 6 中 如 果 用 适当 的 “在 无 穷 远 处 的 连续 性 条 件 ” 代替 周期 性 条 
件 , 则 如 下 例 所 表明 的 ,w 在 整个 带 形 -1 < y < 1 上 必 为 零 . 

例 7 假设 u 在 闭 水 平 带 形 -1 < y < 1 上 连续 ,日 和 在 -1<wy<1 上 调 
Al. 假设 u 在 边界 直线 y = 士 1 上 等 于 零 . 如 果 


y € [-1, 1], 


i 
lu(z,y) < Ipa?’ 


则 证 明 u 在 整个 带 形 上 为 零 . 


解 对 任意 a > 0, u 在 矩形 区 域 {(z,y) : -a <x <a, -1<y <1} 边界 上 
的 值 位 于 it 和 ke 之 间 . 因此 , 由 最 大 值 最 小 值 原理 , u 在 整个 该 矩形 区 域 
AME tM 证 sz 之 间 . 由 于 a 可 任意 大 , 所 以 在 带 形 上 w = 0. 口 
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概要 6.4 


1. 最 大 值 最 小 值 原理 (定理 1): i u= ulz, y) 在 万 上 连续 , HPD Æ zy 
平面 的 非 空 有 界 开 子 集 . 如 果 u Æ D 上 调和 , 则 u 的 最 大 值 和 最 小 值 在 D 的 
边界 达到 , 


2. Dirichlet 问题 的 唯一 性 (定理 2): 对 zy 平面 的 任 一 非 空 有 界 开 子 集 
D, ù u, M ue Æ D EGER PRR. 如 果 u 和 wo Æ D 的 所 有 边界 点 上 都 相 
等 , 则 它们 在 整个 D 上 相等 . 换 句 话说 , D 上 Dirichlet 问题 至 多 只 有 一 个 解 . 


3， 解 对 边界 数据 的 连续 依赖 性 设 uili = 1,2) 是 以 下 Dirichlet 问题 的 解 
(如 果 解 存在 ) 


D.E. Au=0, 于 DE; 
B.C. u;i = fi F CE, 


其 中 C 是 有 界 开 集 D 的 边界 . WIR M 是 | 有 一 fol FEC 上 的 最 大 值 , 则 对 D 
中 所 有 的 (z, y), |wa(z， y) = ua(x, y)| <M. 


4. 强 最 大 值 最 小 值 原理 (定理 4): Ru 在 连通 开 集 D 上 调和 . 假设 u 的 最 
大 值 或 最 小 值 在 D 内 某 点 取 到 . 则 u 在 整个 D 上 必 为 常数 . 


练习 6.4 
1. 设 D 是 zy 平面 中 有 界 开 集 , 设 u, u: 和 us 在 D 上 连续 且 在 D 上 调和 . 证 明 如 果 在 
D 的 边界 上 wi < uz < us, 则 在 整个 D E u < wz < us. 


2. 设 u 是 DD 上 的 连续 函数 , 其 中 D 是 某 个 连通 开 集 . WMR u 在 D 上 是 调和 的 , 解释 为 
什么 一 般 说 来 通过 同时 解 方 程 wz = 0 和 wy = 0 来 确定 u 取 最 大 值 的 点 是 浪费 时 间 . 


3. 通过 考虑 乘积 解 来 证 明 Dirichlet 问题 


D.E. uzrt+uyy =0, O<r<n, 0O0<y<o 
B.C. u(z,0)=0, u(0,y)=0, wn,y)=0, O<renr, Ogy<o% 


有 不 止 一 个 解 . 为 什么 这 个 结果 不 与 定理 2 矛盾 ? 
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4. 注意 到 u(x, y) = 14 ln(z? +y?) A uz(z,y) = 1 — ln(z? + y?) 在 有 定义 的 地 方 是 调 
和 的 . 而 且 这 些 函 数 在 圆周 2? + y? = 1 上 相等 , 但 在 该 圆 内 不 等 . 为 什么 这 个 结果 不 
与 定理 2 矛盾 ? 

5. 证 明 任 一 与 一 调和 函数 (定义 在 开 连 通 集 D E) 的 图 像 相 切 的 平面 必 与 该 图 像 交 于 不 


awe 


ER 切 平面 也 是 一 调和 项 数 的 图 像 . 考虑 这 些 函 数 的 差 , 并 运用 强 最 大 值 原理 . 
6. 利用 中 值 定理 证 明 : 对 任意 满足 |b| < 1 的 实 常数 六 有 


广 In[(1 +bcosg)2 二 (bsinb)?]db = 0. 
0 


证 明 这 个 等 式 对 5b > 2 不 成 立 . 

7. 设 f(x) 是 对 所 有 实数 zx 有 定义 的 连续 函数 , 且 对 某 个 常数 M, 对 所 有 的 zx 有 |f(z)| < 
M. 
(a) 通过 考虑 函数 v(x, y) = y 来 证 明 上 半 平 面 y > 0 EM Dirichlet 问题 


D.E. Ure +Uyy =0, -oo<r<oo, y>0 
B.C. u(xz,0) = f(z), ~o < z< œ, 


解 不 唯一 . 
(b) 定义 


_1 __ f(s) | 
wew=5 fare 


证 明 (至 少 是 形式 上 证 明 ) 在 y > 0 上 是 调和 的 .( 程 度 高 的 读者 会 顾 意 小 心 和 反复 地 
运用 附录 3 中 的 Leibniz 法 则 来 正确 地 进行 积分 号 下 求 导 ， 首 先 考 虑 (zx,y) 在 区 域 
-4<z<4,0<ec<y<co 中 ,其 中 4 和 ee 是 正常 数 .) 
(c) 对 z- 轴 上 任意 一 点 (zo,0), 证 明 通 过 取 (z,y)( y > 0) 充分 靠近 (zo,0), 可 使 (b) 
中 的 wx(z,y) 任意 接近 f(zxo). 

提示 AWEK f(s) = K At, K 为 某 个 常数 , (b) 中 的 积分 恒 等 于 K. 通过 取 K 
等 于 f(zo), 推断 

ulz, y) = f(a) = 2 f7 HE — fea) gg, 

把 积分 区 间 分 成 三 块 , 即 (—o0, xo — ô], [ro — 6, zo +5] 和 [zo + 5, 00), 然后 , 像 证 明 
BZ EH) Poisson 积分 公式 (参看 第 6.3 节 的 定理 1) 那样 来 估计 所 产生 的 三 个 积分 的 
每 个 积分 . 

注 记 (c) 部 分 建立 了 (a) 中 Dirichlet 问题 的 解 由 (b) 中 的 公式 给 出 , 该 公式 称 
为 上 半 平 面 的 Poisson 积 分 公式 . 口 


8. 


10. 
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对 r<1 和 z= ret, 令 


U(r,0) = Im[(] =)". 
(a) 验证 U(r, 0) 对 于 > < 1 是 调和 的 . 
(b) 证 明 对 每 个 固定 的 0, lim, U(r, 0) = 0. 
(c) 为 什么 不 能 应 用 定理 1 得 出 U(r,6) = 02 
提示 证明 

y? + (z? — 1) 
Yiy? + aP 
考虑 当 (x,y) 在 圆 盘 内 沿 直线 y = z —1 GF (1,0) 时 u(x, y) 的 极限 . 


u(z,y) 一 一 4 


. 设 g(z,y) 是 在 某 个 圆 盘 外 恒 等 于 零 的 C? BR. 本 题 来 证 明 下 面 的 表示 式 (+) 是 


Poisson 方程 ure + Uyy = g(x,y) 的 解 . 
(a) 对 平面 上 任意 固定 的 点 (2, y), > 


ulz, y) = È / 人 a In{(x — s)? + (y — s)?]q(s, t)dsdt. (*) 
证 明 
ulz, y) = = I. T In[5? + J q(x + 5, y + Dasat 
= 二 三 i g(x +rcos8,y+rsin8)In(r)rdrdo (ss) 


并 利用 事实 lim, .or rlnr = 0( 为 什么 ?), 根据 Leibniz 法 则 推断 u(x, y) 是 C? 的 , A 
Ure 和 uyy 可 通过 在 积分 (**) 下 求 导 计算 . 
(b) 令 Q(z,y,7,0) = gq(z 十 rcos9,y 十 Tsin9)， 证明, X} r > 0, A Qie + Quy = 
tr (rQr)r +r 7Qoo. 利用 这 个 事实 由 (a) 得 出 wzz + uyy = g(x,y). 

提示 MHA (rQ) +r Qoo] nr 的 积分 时 , HARER (rQ,), lnr 关于 
r 的 积分 , 利用 微 积分 中 的 基本 定理 以 及 关于 0 的 周期 性 来 计算 r Qo 关于 6 的 积 
分 . 


设 D 是 有 界 开 集 , C 为 其 边界 , 假设 每 个 具 连 续 边 界 函 数 的 Laplace 方程 的 Dirichlet 
问题 有 解 (不 必 是 唯一 的 ). 令 g(z,y) 是 对 所 有 (z,y) 有 定义 的 C2 函数 , 目 在 某 个 包 
含 D 的 圆 盘 之 外 等 于 零 . 利用 习题 9 证 明 Poisson 方程 Dirichlet 问题 


D.E. zz 十 uyy = Q(z, y), FD 上 
B.C. u(z,y)=f(2,y), FCE 


有 唯一 解 , 其 中 f 是 给 定 的 在 D 的 边界 C 上 的 连续 函数 . 提示 “参看 第 6.1 节 的 例 3. 
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11. 


12. 


13. 


14. 
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设 DD 是 开 集 , Fac D. 在 a 点 具有 对 数 奇 性 的 D 的 Green BBE z= r + iy 的 
实 值 函数 g(z;a), 使 得 
(i) g(z;a) 在 D — {a} 内 是 调和 的 ， 
(ii) g(z;a) + In|z —a| 在 以 a 为 圆心 的 圆 盘 内 是 调和 的 ， 
和 
(iii) 对 D 的 每 个 边界 点 w, 当 z 在 D 内 趋 于 w 时 , g(z;a) 的 极限 为 0 ( 即 g(z;a) 以 
零 值 连续 地 延 拓 到 D 的 边界 ). 
(a) 证 明 如 果 一 个 有 界 开 集 D 有 Green 函数 g(z;a), W g(z;a) 是 唯一 的 . 
(b) D All g(z;a) 如 同 (a) 部 分 , A D 是 连通 的 , 证 明 g(z;a) 在 D 上 是 正 的 . 

提示 (a) 考虑 h(z;a) 满足 (i) 一 (iii), 然后 对 h(z;a) 一 g(z;a) 应 用 最 大 值 最 
小 值 原理 . 为 什么 这 个 差 没 有 奇 性 ? 
(b) 注意 到 lim... g(z;a) = +00, 然后 在 D 去 掉 一 个 圆心 在 z = a 的 任意 小 的 圆 盘 
+, 对 g(z;a) 应 用 强 最 大 值 原理 . 
设 DAC 如 同 习 题 10, 假设 D 有 如 习题 11 的 Green MR g(z;a). X} z = £+ iy 和 
a=s+it, $ G(T,y;s,t) = g(z;a). 假设 Grs 和 Gyy 连续 地 延 拓 到 D x D, 使 得 当 
必要 时 Leibniz 法 则 可 施用 . 证 明 习 题 10 中 在 C 上 f(x,y) = 0 的 Dirichlet 问题 的 
解 为 

ulz, y) = -4f f, G(x, y;s,t)q(s,t)dsdt, (x,y) e€ D. 

为 了 验证 当 (x,y) 从 D ARF C 上 的 点 时 ulr, y) F 0, 普通 的 读者 可 形式 地 在 积 
分 号 下 取 极 限 . 程度 较 高 的 读者 可 尝试 证 明 这 个 过 程 的 正确 性 . 

提示 为 了 证 明 w(x,y) 满足 Poisson WH, 把 -G(x,y; s,t) BRM In|z — al 一 
(g(z;a) 十 In|z 一 al), 把 积分 分 解 成 两 个 积分 的 和 , 然后 应 用 习题 9 的 结果 . 注意 到 
in |z 一 alq(s,t) 关于 dsdt 在 万 的 外 部 上 的 积分 是 调和 的 (为 什么 ?). 
(a) 验证 圆 盘 7 < 1 上 的 Green 函数 是 

āz-1 
z-a 


|, lal<1, z=z+iy=re®. 


g(z;a) = In| 


(b) 利用 (a) 部 分 以 及 习题 11 和 12 来 获得 , 4D 是 圆 盘 < 1 且 边 界 函 数 f 恒 等 于 
0 BY, Poisson 方程 Dirichlet 问题 (在 习题 10 F) 解 的 显 式 积分 公式 . Ine BE A 
数 f 是 任意 的 , 能 做 什么 ? 


(a) 由 直接 计算 验证 单位 圆 盘 的 Poisson 核 P(r,1,9 —t) 由 以 下 给 出 
P(r,1,@—t) = -其 (ce 0; R, t))|R=1, 


其 中 G(r, 0; R,t) = g(re®; Re*) 是 习题 13 单位 圆 盘 上 的 Green 函数 . 
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(b) 利用 下 面 单 位 圆 盘 上 的 Green AR, 形式 推导 (a) 的 结果 


站 fovea, t)U(R,t) — V (R, t)AU(R, t)) Rd Rat 


=f ?7 (Va(1,t)U(1,t) — VL UR, t))dt. (#4) 
(该 公式 的 推导 与 引 理 1 的 证 明 类 似 ， 只 涉及 到 两 个 简单 的 分 部 积分 , 不 需要 向 量 分 析 
中 一 般 的 Green 公式 .) i 
提示 4 U(r, 0) 是 > < 1 的 调和 函数 是 对 r < 1 是 连续 的 , 对 固定 的 (r, 0), > 
V(R, t) = G(r,0; R,t). 注意 到 


U(r,0) = A(- > J = | " G(r,0; R,t)U(R,t)RdRat), 


其 中 G(r, 0; R, t) 是 习题 13 的 g(z; a)( 为 什么 ?). 现形 式 地 把 A 取 在 积分 下 然后 应 用 
(** #), 由 假设 , 注意 到 AU(R,t) = 0. 最 后 , 得 


2r 
U(r,0) = — f Gr(r,0:1,t)U(1,t)dt, 
0 


其 中 由 Poisson 核 的 唯一 性 (参看 例 4), -Gr(r,0;1,t) = P(r,1,09 — t). 


§6.5 复 变量 理论 及 其 应 用 


我 们 已 经 看 到 (x + iy)", n = 0,1,2, 的 实 部 和 虚 部 是 调和 的 (参看 第 
6.1 节 的 习题 5(d), 或 利用 第 6.3 节 中 的 De Moivre 公式 )， 容 易 验证 ert = 
e? cosy + ie” siny 的 实 部 和 虚 部 也 是 调和 的 . 更 一 般 地 , 假设 有 一 个 复 变 量 > = 
a+ iy 的 函数 f(z). 正如 我 们 稍 后 将 看 到 的 , 确保 f(z) 的 实 部 和 虚 部 在 开 集 D 
上 是 调和 的 一 个 关键 性 质 是 : 对 D 中 的 每 点 z= a + iy ( 即 (z,y) e D), 在 如 下 
极限 存在 的 意义 下 f(z) 关于 z 是 可 导 的 


f(z +h) — f(z) 
h ; 


f'(z) = lim 


不 论 复数 h 是 怎样 趋 于 0. 例如 , z? 的 导数 等 于 2z, 因为 


_ (z+h)? 一 22 _ 2hz+h? 
a e EA 


lim lim = jim (22 +h) = 2z. 
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一 个 函数 f(z) 称 为 在 开 集 D 上 是 复 解析 的 (或 简单 地 称 为 解析 的 或 全 纯 的 ), 如 
果 对 D 中 所 有 的 点 z, f'(z) 存在 . 如 果 f(z) 在 整个 复 平 面 上 是 解析 的 , 则 称 
f(z) 是 整 函数 . KRRIT EIEI p(z) = ao + aiz + aaz2 +--+ + anz”, 
其 中 系数 a; 是 常数 (可 以 是 复数 ), 以 及 e?, sinz, cosz, sinhz, coshz, X# eK 
数 能 用 z WER BORE X. 函数 2-! PERAR, 因为 它 的 导数 -z 习 在 z=0 
处 不 存在 , 但 它 在 挖 去 一 点 的 平面 {z : 240} 上 是 全 纯 的 . 下 面 的 命题 揭示 了 
解析 函数 和 调和 函 数 之 间 的 关系 . 


命题 1 (Cauchy-Riemann 方程 ) 如 果 


f(x + iy) = u(z, y)+ iv(z, y) 


在 开 集 D 上 是 解析 的 , 则 f ERRER (分 别 为 和 v) 在 D 内 服从 
Cauchy-Riemann 方程 : 


Uz=vy 和 uy = —vz. (2) 
除 此 之 外 , 如 果 还 有 u 和 w 在 D 上 是 C? 的 , 则 它们 在 D 上 是 调和 的 , H. 


f'(z) = uz + tv, = vy — ity. 


证 明 如 果 在 (1) 中 取 h 为 实数 , 则 得 (对 D 中 的 z) 
f(z) = lim u(x +h, y) +iv(x + hy) — [u(x, y) + iv(z, y)] 
如 果 取 h 为 复数 ik, HP k 是 实数 , 则 
FG) = lim u(x, y +k) + iv(x,y +8) — [u(z, y) + iv(z, y)} _ ea 
在 这 两 个 关于 f(z) 的 表示 式 中 对 应 的 实 部 和 虚 部 相等 , 得 到 Cauchy-Riemann 
方程 . 如 果 u Al v 是 C2 AY, 则 利用 Cauchy-Riemann 方程 , 得 ure + Uyy = 
Vys — Vry = 0 Al vzz + Vyy = —Uyr +Ury = 0, FÆ, u 和 w 在 D 上 是 调和 的 . o 
注 记 已 经 证 明 一 个 解析 函数 的 实 部 和 虚 部 是 C> 的 . A, u 和 w 是 CC? 
的 假设 实际 上 是 不 必要 的 , 但 上 述 的 证 明 需 要 这 个 假设 . 反 过 来 , WR u AoE 
Cl 函数 且 满 足 Cauchy-Riemann 方程 , 则 可 证 明 f(z) = u + iv 是 解析 的 (参看 
Rudin, 1987). 口 


=urztive. (20) 
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如 果 ut iv 是 解析 的 , 则 称 调和 函数 v IAA u DANSE. 例如 , 由 
于 2? = z2 —y? + idzy 是 解析 的 ,函数 2zy 是 z? - y? IRAY. 由 于 根据 
Cauchy-Riemann 方程 , v 的 偏 导 数 由 u 确定 , 所 以 如 果 u AP TaN He, 则 
它们 必 相 差 一 个 常数 . 如 果 u 在 一 个 开 和 拢 形 集合 RR 上 调和 , 则 存在 函数 v, 使 得 
十 秘 在 五 内 是 解析 的 (BI, u 在 R AAAS v). 该 事实 是 下 述 命题 的 一 
个 结论 , 后 面 有 关 流 体 流 问题 我 们 也 将 用 到 该 命题 . 于 是 , 在 尺 上 的 任 一 调和 函 
Bou 是 某 个 解析 函数 u + iv 的 实 部 . 由 于 —v + iu = ilu t iv) 也 是 解析 的 , 所 
以 可 知 u 也 是 RR 上 某 个 解析 函数 的 虚 部 . 注意 到 , 如 果 v 是 的 调和 共 斩 , 则 
一 u( 负 u) 是 wv MIAME, 因为 v —iu = ilu + iv) 是 解析 的 . 因此 , 严格 说 来 
不 应 该 像 通常 所 说 的 那样 (事实 上 , 几乎 总 是 这 样 说 ), 把 u 和 wv 称 为 是 互 为 调 
Anse He 4. 


命题 2 iW P(z,y) 和 Q(z,y) 是 在 开 和 矩形 集合 R( 可 能 有 一 边 或 多 边 具 无 穷 
KE, 使 得 R 可 以 是 带 形 ) 上 的 C1 函数 . 则 在 R 上 存在 C? 函数 f(x,y), 使 
得 


falz, y) = P(a, y) 和 fy(z, y) = Q(z, y), (3) 
成 立 的 充 要 条 件 是 : 在 RR 上 可 积 性 条 件 P, = Q。 成 立 . 


证 明 如 果 f 满足 (3), W Py = fey = fyr = Qe. 反 过 来 , 假设 在 R E 
Py = Qr, 构造 满足 (3) 的 f 如 下 . $ (a,b) 是 R 中 的 点 , RW BR EA 
是 H: = P A) C? 函数 (例如 , H(a,y) = [7 P(s,y)ds). HH, i K (x,y) ER 
上 的 C? 函数 , 使 得 在 R E K, = Q. WEE ulz, y) = H(2,y) — K (x,y) 并 注意 到 
Ury = Hey 一 Kyz = Py 一 Qz = 0. 因此 , u 满足 偏 微 usy = 0, 该 偏 微 在 R 上 具 
有 形式 u(a,y) = k(x) - hly) 的 通 解 , 其 中 h 和 是 C2 函数 (参看 第 1.3 3 节 )， 
于 是 , H(z,y) — K(z,y) = u(x, y) = k(x) — hly). 由 下 式 定 义 f 


f(z,y)=H(x,y)+hy) 或 f(z,y) = K(a,y) + kz). 


由 于 两 个 右 端 相等 ， cere 由 第 一 个 式 子 , 得 fe = He = P, 由 
第 二 个 式 子 , 得 fy = Ky =Q. o 


命题 3 定义 在 开 和 矩形 区 域 R 上 的 任 一 调和 函数 u, 有 定义 在 R 上 的 调和 
HHE v. 
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TERA 根据 命题 2 前 的 注 记 , 我 们 只 需 证 明 对 给 定 的 调和 函数 u, 能 求解 
Cauchy-Riemann 方程 ve = - 和 ww = uz. Xt P = -ww MQ = us 应 用 命 
题 2. AF u 是 调和 的 , 所 以 有 可 积 性 条 件 P) = -uy = ure = Qe, 于 是 v 存 
在 . o 

注 记 我 们 一 般 定义 一 个 区 域 是 平面 的 非 空 开 子 集 或 者 含有 它 的 某 些 边界 
点 , 或 者 不 含 它 的 边界 点 或 者 含有 它 的 所 有 边界 点 .可 以 证 明 , 如 果 用 一 个 没 
有 ““ 洞 ”的 开 区 域 ( 即 , 外 部 是 连通 的 任 一 开 区 域 ) 代 替 和 矩形 , 命题 2 和 命题 3 仍 
然 为 真 ， 平 面 中 的 这 种 区 域 称 为 是 单 连通 的 . 下 面 的 例 3 表明 这 个 假设 是 必 
要 的 . 口 


例 1 求 定 义 在 整个 平面 上 的 调和 函数 
u(z, y) = sin z cosh y + y 


Hie) ANIL HE. 

解 如 在 命题 2 的 证 明 的 做 法 , 对 方程 vy = uz = coss coshy KF y 积分 ， 
对 wz = 一 wy = —singsinhy 一 1 XF s 积分 则 wv(z,y) = coszsinhy + h(z) 
和 v(z,y) = coszsinhy — x + k(y), 其 中 h 和 是 任意 C1 函数 ， 比 较 这 两 
个 v(z,y) 的 表示 式 , 得 h(x) = -r +c Al kly) = c HP c 是 任意 实数 . 因此 ， 
v(x, y) = coszsinh y — z + c Æ u WINANS. 相应 的 调和 函数 是 


f(z) =u + iv = [sin z cosh y + y) + i[cos z sinh y — x + c], 


这 其 实 是 sinz — iz + ic( 参 看 习题 1). 口 

例 2 证 明 如 果 v 是 调和 函数 u IAIA, 则 在 任意 点 , 梯度 Vu 和 Vv 
是 等 长 的 且 是 正 交 的 . 推断 在 Vu 40 的 点 , u 和 w 的 水 平 曲线 是 正 交 的 . 

解 对 解析 函数 f = u+iv 应 用 Cauchy-Riemann 方程 ,有 |Vul? = (uz)? 十 
(uy)? = (vy)? 二 (-uz)2 = |Vo]?, 由 此 , u 和 w 的 梯度 具有 相同 的 长 度 . 还 注意 到 
f(z) = uz 二 ivz( 参 看 (2')) WIRE |1('z)| 与 这 些 梯度 有 同样 的 长 度 . 这 两 个 梯 
度 的 点 积 是 uvuz 十 wyvy = vyvz 一 vzvy = 0. 因此 , 这 些 梯度 是 正 交 的 . 回忆 起 函 
数 在 一 点 的 梯度 与 过 这 点 的 水 平 曲线 正 交 , 如 果 该 梯度 是 非 零 的 话 . 因此 , u 和 
v 过 点 z 的 水 平 曲线 是 正 交 的 , 其 中 f(z) 40, 因为 和 w 的 梯度 是 正 交 的 . 口 

例 3 证 明 在 挖 去 一 点 的 平面 (r > 0) 上 调和 的 函数 u(x, y) = $ ln(z? +y?) 
或 U(r,9) = nr 没有 定义 在 该 控 去 一 点 的 平面 上 的 调和 共 斩 . 然而 , 如 果 从 该 
挖 去 一 点 的 平面 上 剔除 负 z- 轴 , 则 在 该 撕 开 的 平面 ( 它 是 单 连通 的 ; 参看 命题 3 
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后 面 的 注 记 ) 上 存在 唯一 的 u KRAHH v, 使 得 v 在 正 z- 轴 上 等 于 零 . 证 明 
在 该 撕 开 的 平面 上 , 解析 函数 f = ut iv 是 指数 函数 ez 的 反 函 数 (BI, f(z) 可 
视 为 对 数 靖 数 ). 

E HF u= lr 的 水 平 曲 线 是 圆心 在 极点 的 圆周 , 所 以 由 例 3 IA u K 
SIFAH v 的 水 平 曲线 必 是 从 原点 发 出 的 射线 .( 注 意 到 u 的 梯度 不 为 零 , 因此 
所 有 水 平 曲线 确实 是 曲线 , 且 v 不 会 是 常数 .) 反 过 来 ,V(r,9) 必 具 有 形式 h(9). 
然而 , 这 种 形式 的 唯一 的 调和 函数 是 函数 V(r, 0) = a0 +b( 参 看 第 6.3 节 的 习题 
2). 由 于 wv 不 是 常数 , 所 以 有 a £0. 因此 , V(r,0 + 27) 4 V(r, 0), 于 是 v 在 整个 
挖 去 一 点 的 平面 上 不 可 能 是 连续 的 . 在 撕 开 的 平面 上 假设 v 在 正 z- 轴 ( 即 , 当 
0=0 时 ) 上 是 0, 得 b=0 和 V(r,9) = 00. 由 于 wz(1,0)=1 M v, (1,0) = a, Fi 
以 由 Cauchy-Riemann 方程 uz = vy, A a = 1. A, V(r,0) =0, 一 r+<0<7n, 
且 

f(z) = f(re®) =Inr+i0, r>0, -r<0<r. 


注意 到 exp[f(z)] = exp[Inr + i6] = exp[inr](cos @ + isin 0) = re? = z, 因此 f Æ 
exp FEAR ARMY i EMEA, CEE z- 轴 上 是 实数 . 如 果 对 f(z) 加 上 27i 的 
整数 倍 , 得 到 exp 的 其 他 逆 , 这 些 逆 在 正 z- 轴 上 不 是 实数 . 由 于 这 个 缘故 , f(z) 
称 为 多 值 对 数 函 数 的 主 支 , A f(z) 记 作 nz. 口 


共 形 映照 


复 变 量 z MSL PAR f(z) 把 f(z) 的 定义 域内 的 每 一 复数 z = c+ iy 赋予 
一 个 新 复数 w = f(z) = ulz, y) +iv(z,y). 换言之 , f 把 z- 平 面 (或 zy 平面 ) 上 
的 点 投射 (或 映照 ) 到 w- 平 面 (或 uv- 平 面 ) 上 的 点 . :平面 中 的 一 个 区 域 可 由 
f(z) 映射 成 w- 平 面 中 的 不 同形 状 的 区 域 . 就 如 我 们 即将 要 证 明 的 , 如 果 f(z) 是 
解析 的 , 在 z- 平 面 的 一 个 圆 盘 遭受 的 变形 程度 ( 当 它 经 f(z) 映照 到 w- 平 面 ) 随 
着 圆 盘 变 小 而 减少 , 只 要 f(z) 在 圆心 zo RAS. 虽然 圆心 在 zo 的 小 圆 盘 的 圆 
形 形 状 几乎 是 保留 的 , 但 映像 将 放大 大 约 |f'(zo)| 因子 . 由 于 这 个 缘故 , 由 一 解 
析 函 数 确定 的 映照 , 当 f'(z) 不 为 零 时 , 称 为 是 共 形 映照 ( 即 , 局 部 保持 形状 , 但 
不 必 保 持 大 小 ). 我 们 暂且 说 到 这 里 , 通过 下 面 的 例子 来 说 明 前 述 的 思想 . 

例 4 证 明 解 析 郴 数 f(z) = z? 把 棉 形 0 < r+ < 3, 0 < 4 < a 映 成 棉 形 


Osr<s9,0<0<2a. 


解 函数 f(z) = 2? 把 点 (x,y) 映 成 (12 —y?, 22y), 而 利用 极 坐标 , 几何 上 很 
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PRA (r,0) 的 点 映 成 极 坐标 为 (r2, 26) 的 点 (BD, 极 角 加 倍 且 到 极点 的 距离 平方 ). 
特别 , 扇形 0 < 9 < a 内 的 任 一 点 映 入 扇形 0 < 9 < 20, HRM r=3,0<0<a 
上 的 点 映 到 弧 > = 9, 0 < 9 < 2a (参看 图 1). 口 


例 5 假设 f(z) 是 解析 函数 , A f(z0) = Me” #0. 4% 6 变化 时 , 点 
zo t+ re® (r > 0) 绘 出 半径 为 r 圆心 为 zo 的 圆周 C. 证 明 对 小 的 7, 圆周 C JL 
乎 被 f 映 成 半径 为 M = |f'(zo)|r 圆心 为 f(zo) 的 圆周 , A C 旋转 了 7 弧度 . 

解 由 f'(z) 的 定义 (1), 得 知 对 小 的 | 则 ，F(zo +h) — F(zo) © 了 (zo)h. 对 小 
的 7, Mh = rei, 则 得 


f(z0 + re’) ~ f(z) + (Meir)rei2 = f(z0) + Mret), 


因此 , 随 着 9 的 变化 , 可 看 出 圆周 C 几乎 被 映 成 圆心 在 f (20) 半径 为 Mr 的 圆 
fel, 且 该 圆周 旋转 了 r 弧度 的 角度 , 因为 对 应 于 9 的 C 上 的 点 几乎 被 映 成 映 
像 曲线 上 具 角 度 9 + r 的 点 . 注意 到 C MWR PAARL ER 
持 的 , 这 表明 共 形 映照 保 角 . f'(z) 存在 的 事实 在 证 明 中 是 关键 的 . 例如 , aK 
g(x + iy) = 2x + iy 不 是 解析 的 . 的 确 , g'(z) 不 存在 , 因为 Cauchy-Riemann 方 
F ur = vy 不 成 立 . 9 不 是 把 小 圆周 几乎 映 成 小 圆周 , 而 是 把 圆周 映 成 宽 是 高 
的 两 倍 的 椭圆 还 有 , 需要 知道 f(z0) 关 0. 例如 在 例 4 中 , 其 中 f(z) = z? 和 
f'(0) = 0,20 = 0 的 角度 没有 保持 , 而 是 加 倍 了 . 口 

解析 函数 f(z) 或 共 形 映照 的 关键 性 质 之 一 是 , 它们 能 在 下 述 命 题 4 的 意义 
F, 把 w- 平 面 中 的 区 域 已 上 的 调和 函数 变换 成 BE :平面 的 原 像 D 上 的 调 
和 函数 , 这 种 性 质 使 得 解析 函数 很 有 用 . 特别 , 如 果 能 解 出 在 熟悉 的 区 域 B( 比 如 
圆 盘 或 矩形 ) 上 的 Dirichlet 问题 , 就 能 利用 了 来 解 不 熟悉 区 域 D 上 的 Dirichlet 
问题 , 只 要 如 此 选取 f, 使 得 它 把 D 共 形 地 映 到 EE 上 . 然而 , 求 这 样 的 f 的 显 
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式 表达 式 是 困难 的 , 即使 有 共 形 映照 的 表 或 书 . 


命题 4 如 果 hlu, v) 是 wu- 平 面 ( 即 w- 平 面 , w= u + iv) PRE E ERY 
和 函数 , 如 果 f(z) = ulz, y)+iv(z,y) 是 xy- 平面 中 开 集 D 上 的 解析 函数 , 它 


JE D BRA E, W g(x,y) = h(u(ax, y), v(x, y)) 定义 了 D 上 的 调和 函数 g(x,y). 


证 明 利用 链 法 则 ， gz = huts + hvuvz 和 grr = huu (uz)? + Qhuvtcdz + 
hw(vz)?, 对 gyy 有 类 似 的 表示 式 . 因此 , 利用 例 2 的 解答 , 得 


gaz + Gyy = |Vu| huu + 2Vu- Vvhw + [Vv] hv, = |f (2)? (huu + hv). 


于 是 , WR h Æ E LIA, W 9 在 D 上 是 调和 的 . o 
接 下 来 两 个 例子 说 明 , 这 种 方法 怎样 通过 把 一 个 区 域 共 形 映 照 成 一 个 更 熟 
悉 的 区 域 (参看 命题 4 前 的 段落 ), 来 求解 该 区 域 上 Laplace 方程 的 边 值 问题 . 
例 6 考虑 一 块 导热 板 D, 它 是 第 一 象限 去 掉 四 分 之 一 圆 盘 7 < 1, 0<0< 
7/2, 如 图 2 Bras. 假设 圆 弧 是 绝热 的 , Wy = 0 (z > 1) 保持 温度 0, 而 剩 下 的 边 
z=0(y>1) 保持 温度 100. 通过 由 解析 函数 f(z) = lnz = Inr + ið = u + iv = 
w( 参 看 例 3) 把 D 共 形 映照 成 带 形 来 求 该 板 内 稳 态 温度 . 


mw 一 平面 


h(u, Ž)=100 


nla 


h(u,0)=0 
图 2 图 3 


fe Ki DH r>1M0<60<7/2 EX. HF u= lnr A v= 0, 所 以 在 
共 形 映照 f F, D 的 映像 , 记 作 E, Hu > 0 和 0 <vw<T/2 定义 , 这 是 wv 平面 
(或 w- 平 面 ) 中 的 一 个 带 形 (参看 图 3). 在 E 上 对 应 的 边界 条 件 也 在 图 3 中 标 
出 . 
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经 检验 可 见 h(u,v) = 2000/7 是 在 E 上 满足 问题 的 调和 函数 . 因此 , 用 极 
坐标 表示 , 原 问题 的 解 是 G(r, 0) = k(U (r, 0), V (r,0)) = Pinr,9) = 2000/7, 或 用 
xz 和 ?表示 , 有 


2 
2 2 口 
T zx 


g(x,y) = hlu(z, y), v(x, y)) = (5 In(2? + y?), tan? 2) = 

例 7 $ RREBRM, EM F(z) = R?z-!, 2 40. 证 明 PARA r= RW 
外 部 r > RR 映 到 该 贺 周 的 内 部 去 掉 极点 ( 即 , 映 到 控 去 一 点 的 圆 盘 0 < r < R). 
利用 FF 解 以 下 外 部 Dirichlet 问题 


D.E. wz+uw=0 2?+y? > R? 
B.C. U(R,8) = f(@),® 


其 中 f(9) 是 以 2r 为 周期 的 连续 周期 函数 . 

解 用 极 坐标 , F(re®) = R?(re)-! = Rre, 换言之 , F 把 点 (r, 0) BR 
成 (R2/r, -0). WR r > R, WW R?/r < R. Auk, F AA r= RR 的 外 部 映 到 该 圆 
周 的 内 部 . 还 注意 到 圆周 上 的 点 (CR, 0) 映 成 (R, -6). 现 由 关于 边界 函数 f(—0) 
的 Poisson 积分 公式 , 得 + < R ÉI Dirichlet 问题 的 一 个 解 H (r, 9)[ = h(re®)], BD 


(4) 


H(r,0) = = 人 ” P(r, R,0 — t)f(-t)dt. 


然后 利用 共 形 映照 F 得 到 所 给 问题 (4) 的 一 个 解 gre) = h(F(re)) = 
h(R2r-le-#) = H(R?/r,—0), BD 


2 n 2 
G(r.) = (Č, -0) = + a P(~, R, -0 — t)f(-t)dt 


m 2 
三 =f. P(E, r,t) f (Wat 
1 (R? — 25) f(t) 


~ 2m Jon BF — 22 cos( — t) + R? 
(r? — R?) f(t) 
T On =f R? — 2Rrcos(@ — t) + r? sia (5) 


注意 到 问题 (4) 有 许多 其 他 的 解 ， 因 为 总 可 以 添加 调和 函数 (r/R) — 
(R/T)"]sin(n9) (或 用 cos(n6)), n = 1,2,--- 的 线性 组 合 ,这些 线性 组 合 在 圆 
外 原文 误 为 U(r,6) = f(9). 一 一 详 者 
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Alr=RELA®. 这 与 唯一 性 定理 (第 6.4 节 的 定理 2) 不 矛盾 , 因为 圆周 的 外 
部 区 域 不 是 有 界 开 集 . 可 以 证 明 (5) 是 唯一 的 以 下 述 意 义 下 有 界 的 解 , 存在 常数 
M, 使 得 对 所 有 (r,0), r > 1 |G(r,0)| < M( 参看 习题 6). 口 


流体 流 , 静电 学 和 热 理论 中 的 共 形 映照 


假设 流体 流 在 时 刻 t 位 于 点 (x,y, z) 的 速度 具有 形式 v = vi(z,y)itvo(z,y)j 
( 即 , 假设 速度 实际 上 与 z A t FOR). 这 样 的 速度 向 量 场 称 为 用 来 描述 稳 态 二 维 
流体 流 . 自 此 我 们 假设 v 和 vw 是 C1 的 . 如 果 流 体 是 “不 可 压缩 的 ", 则 流体 流 
出 任 一 矩形 (a < x < 6b, c < y < d) 的 净 流 量 必 为 0. 则 


0 = i vı (b, y)dy 一 R vı (a, y)dy + J v2(x, d)dx 一 x v(x, c)dz 
= [ MOE + ib [ova = T f tw + (v2)y]drdy, 


其 中 我 们 已 经 用 了 微 积分 的 基本 定理 . 由 于 和 矩形 是 任意 的 , 故 有 (v1)z + (v2)y = 
0， 如 果 这 个 方程 对 所 有 的 速度 场 v 成 立 , 则 该 流体 称 为 是 不 可 压缩 的 .数量 
(vi)e + (v2) 称 为 是 向 量 场 v 的 散 度 . 因此 , 流体 是 不 可 压缩 的 当 且 仅 当 它 的 速 
度 场 是 散 度 自由 的 . 

如 果 一 条 鱼 治 上 述 矩 形 的 边界 以 反 时 针 游 动 整个 一 圈 , 鱼 从 流 场 中 获得 的 
净 借 助 的 量 为 


b d b d 
f nagik / ilies / v(x, d)dz — / VAN 
a c a c 


= [ i f to 


这 个 量 称 为 流体 流 围 绕 和 矩形 回路 的 环流 量 . 如 果 围 绕 任意 矩形 回路 的 环流 量 是 
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0, 则 该 计算 表明 必 有 (v2)s - (vi)y = 0. 这 时 称 流体 流 是 无 旋 的 . 


命题 5 WwW v(x, y) = vt(z,y)i+zo(z,o)j 是 一 不 可 压缩 流体 的 无 旋 流 体 流 的 
C1 速度 向 量 场 . 假设 v(z,y) 是 定义 在 单 连通 (参看 命题 3 后 面 的 注 记 ) F 
Kit R E. 则 在 R 上 存在 C2 函数 Dl y) 和 Q(z, y), 使 得 


TP, = v 和 Py = V2， (6) 


Qs, = 一 v2 和 Qy = v1. (7) 


证 明 由 命题 2 以 及 命题 3 后 的 注 记 ,和 和 9 存在 .关于 (6) 的 可 积 性 
条 件 是 无 旋 条 件 (v2)2 一 (w)y = 0, 而 关于 (7) 的 可 积 性 条 件 是 不 可 压缩 条 件 
(vi)z — (—(va)y) = 0. | 口 

PR B 称 为 流体 流 的 速度 位 势 , 因为 Vb =v. 函数 9 称 为 流 线 函 数 , A 
为 水 平 曲线 Q = 常数 是 流 线 .( 易 见 Q 的 梯度 与 v EX, 所 以 v 必 与 Q 的 水 
平 曲线 相 切 .) 注意 到 (6) 和 (7) 意味 着 更 和 Q 满足 Cauchy-Riemann 方程 , 即 
®z =O, 和 B, = -0,. FR, 有 解析 函数 


f(z) = f(z + ty) = O(2,y) + iN(z,y), (8) 


此 称 为 流体 流 的 复 速度 位 势 . 由 命题 1， 


f'(z) = ©, + iN, = vi — ive, 


IF (2) = of + 23. 


换言之 , f(z) WIRE (x,y) 或 + iy 的 速度 向 量 场 (看 作 复 数 ), f'(z) 的 
长 度 是 流体 流 在 该 点 的 速度 . 反 过 来 , 任 给 一 解析 函数 f(z), 由 (9) 定义 的 函数 
v1 和 v2 将 是 一 不 可 压缩 流体 的 无 旋 流 的 速度 向 量 场 的 分 量 . 的确, 由 Cauchy- 
Riemann 方程 , 8 和 Q 是 方程 组 (6) 和 (7) 的 解 , 由 此 根据 命题 2, 不 可 压缩 性 
和 无 旋 性 相 容 性 条 件 必 满足 . 
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在 下 面 的 例子 中 , 我 们 验证 一 些 解析 函数 以 及 由 (9) 定义 产生 的 流体 流 . 由 
于 Q 是 调和 的 (由 命题 1), 所 以 也 可 以 把 9 看 作 一 个 不 带电 荷 的 区 域内 的 静电 
位 势 , 在 这 种 情形 , 曲线 9 = 常数 是 等 位 势 曲 线 . 则 曲线 0Q = 常数 是 带电 荷 粒 
子 移动 的 势力 线 , 因为 电场 与 VO REH, 且 VQ 与 曲线 B= 常数 相 切 .( 从 例 
2 中 回忆 到 , 由 于 Q 是 更 的 一 个 调和 共 罗 , 所 以 当 f(z) 40 时 更 的 水 平 曲 线 
Al Q 是 正 交 的 .) 如 果 把 Q 看 作 一 个 稳 态 温度 分 布 , 则 9 的 水 平 曲线 是 常数 温 
度 曲 线 ( 即 等 温 线 ), 温度 梯度 VQ 与 更 的 水 平 曲线 相 切 , 它 可 看 作 热流 曲线 . 
此 , 我 们 看 到 任意 一 个 解析 函数 同时 提供 了 至 少 三 个 不 同 背 景 的 多 个 问题 的 解 . 

例 8 令 f(z) = z2. MH 广 的 实 部 和 虚 部 水 平 曲线 的 草图 并 对 这 些 曲线 给 
出 某 些 物理 解释 . 

解 因 f(z) = (z? — y?) + icy, 所 以 (x,y) = Re(f(z)) = 2? — y? 和 
Q(z,y) = Imf(z) = 2zy. 在 流体 力学 中 , 与 f 相应 的 流体 流 的 流 线 (参看 图 4) 
是 双 曲 线 2zy = 常数 .( 即 , 流 线 函 数 Q 的 水 平 曲线 ). 在 点 (x,y) 处 的 流体 速度 
是 速度 位 势 @ 的 梯度 , BD v(z,y) = 2zi — 2yj, 且 流 体 的 速度 为 2r, 其 中 7+ 是 到 
原点 的 距离 . 注意 到 流 线 2zy = 0 由 相交 的 曲线 (BN, 坐标 轴 ) 组 成 . 在 交点 该 流 
线 不 再 是 “正则 ”曲线 . 一 般 , 在 这 样 的 点 , 流体 流 的 速度 必 为 0 (或 f(z) = 0). 
的 确 , 隐 函 数 定理 确保 水 平 曲线 Q = 常数 在 VQ AO 的 点 处 是 正则 的 . 利用 
例 2, 在 流 线 的 “ 非 正则 ”点 z, 则 必 有 0 = |V = |f'(z)|. 速度 为 零 的 点 称 为 


z- 轴 的 上 方 和 下 方向 z- 轴 迎面 会 拢 的 结果 来 解释 该 图 . 把 注意 力 局 限 在 第 一 象 
BR (x >0，y > 0), 


INEZ 


N 
ESON 
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我 们 也 可 把 该 流 看 作 是 流体 流 线 在 平稳 下 来 成 为 稳 态 流 之 后 , 遇 到 壁 角 时 流 线 
变更 的 结果 . 把 图 延 拓 到 书页 之 外 并 把 注意 力 局 限 在 原点 的 一 个 小 的 邻 域内 , 流 
线 也 可 看 作 一 个 静电 位 势 的 等 位 势 曲 面 , 该 静电 位 势 由 两 条 远 隔 的 在 (a,a) 和 
(a, 一 a) 与 书页 垂直 的 带 正 电 荷 的 直线 以 及 在 (a, -a) 和 (-a,a) 的 两 条 带 负电 
荷 的 直线 产生 , 这 里 a 是 大 数 . 用 静电 学 的 术语 , 该 位 势 是 由 在 无 穷 远 处 的 正方 
电极 产生 的 . 如 果 我 们 把 带 正 电荷 的 直线 看 作 热 源 , 把 带 负 电荷 的 直线 看 作 散 
热 系 统 , 等 位 势 曲 面 是 等 温 面 . 口 

例 9 Xr>OM -r <0 <r, > f(z) = Lnz = Ln(re®) = Inr + i0(B f 
是 Inz MEX, 参看 例 3). 如 在 例 8 中 所 做 的 , 分 析 和 解释 该 函数 . 另外 , 考虑 
相关 的 函数 iLnz = —0 + ilnr. 

解 这 时 对 应 于 f(z) 的 流体 流 的 流 线 是 射线 9 = 常数 (参看 图 5). 速度 位 
势 Inr 的 梯度 为 rlen, 其 中 er 是 单位 径 向 向 量 场 ， 因此, 该 流体 是 由 在 极点 
的 源 发 出 的 , 且 随 着 远离 极点 而 慢 下 来 . 我 们 可 把 流 线 函 数 9 看 作 当 两 张 平 行 
的 带 相反 电荷 的 半 平 面 (z < 0, y = e, 延伸 到 书页 外 ) 沿 着 负 z- 轴 (参看 图 5) 
靠拢 时 (BN, 1 e 一 0 时) 产生 的 静电 位 势 . 如 果 把 这 两 张 半 平 面 温 度 保持 在 一 x 
和 的 热 物体 和 冷 物体 , 则 射线 9 = 常数 是 由 此 产生 的 稳 态 温度 分 布 的 等 温 
线 . 现在 来 考虑 相关 的 函数 iLnz = -9 十 ilnr. 这 时 流 线 是 圆周 nr= 常数 , 而 
速度 是 -6 的 梯度 , 等 于 -r leo, 因此 流体 流 是 顺 时 针 的 , 且 随 着 7+ 的 增加 速度 
减少 . 静电 位 势 nr 是 一 与 书页 垂直 的 , 无 限 长 的 均匀 带电 的 金属 丝 的 位 势 ( 参 
看 第 6.1 节 的 例 1). 如 果 把 该 金属 丝 看 作 很 冷 的 物体 , 则 Inr 可 认为 是 以 圆周 
为 等 温 线 的 稳 态 温度 分 布 . 显然 , 在 无 穷 远 处 有 个 热源 . 口 

例 10 如 在 例 8 和 例 9 中 相同 的 方式 , 给 出 函数 f(z) = Volz + R2271) 的 
解释 , 其 中 Vo 和 R 是 正常 数 是 z FO. 

解 对 大 的 |z|, 有 f(z) = Voz = Volz + iy). 因此 , 相应 的 流体 流 的 速度 在 
远离 极点 处 几乎 等 于 Voi. 用 极 坐 标 表示 , 有 


frreig、 一 io, R oin R? ~ 2. 
f(z) = f(re) = Vo(re® + —e ) =Vo(r+ : ) cos6 + iVo(r : ) sin @. (11) 


注意 到 流 线 函 数 Vo(r 一 R?/r) sind 在 圆周 r = R 上 等 于 0, MA z- 轴 (除了 
c= 0) 上 也 等 于 0. 注意 到 该 流 线 在 z = +R 处 是 自 相 交 的 . 由 例 8 的 讨论 ， 
我 们 推断 这 些 自 相 交 的 点 是 滞 点 , 在 其 上 流体 速度 必 为 零 . 做 一 些 工 作 , 读者 可 
在 圆周 的 外 面 草 画 出 足够 多 其 他 的 流 线 来 推断 函数 f(z) 代表 围绕 圆 形 (或 圆柱 
体 ) 障碍 物 的 稳 流 体 流 (参看 图 6) . 在 静电 学 中 , 这 些 流 线 是 等 位 势 曲线 , 它 是 
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由 当 一 个 圆柱 形 导体 被 放置 在 指向 y 方向 的 均匀 电场 时 所 产生 的 . 我 们 注意 到 ， 
在 一 个 导体 的 表面 , 电子 是 以 消除 电场 的 任何 切 向 分 量 的 方式 排列 的 ( 即 , 静电 
场 是 导体 的 法 线 , 因此 它 是 等 位 势 曲面 ). 

假设 一 保持 0 度 的 圆 盘 被 放置 在 一 块 大 的 导热 板 内 , 该 导热 板 在 y 方向 有 
均匀 的 温度 梯度 . 由 此 导致 的 稳 态 温度 分 布 的 等 温 线 就 如 图 6 中 的 流 线 . 口 

注 记 在 上 述 例子 中 , 我 们 在 本 质 上 已 经 确定 了 一 个 由 给 定 的 解析 函数 所 
解释 的 问题 . 要 确定 得 到 所 给 问题 的 解答 的 解析 函数 将 会 困难 得 多 .有 出 版 的 
共 形 映照 的 目录 (例如 , H. Kober, Dictionary of conformal representations, Dover 
Publications, Inc.,1957.) 或 许 会 有 帮助 . 口 
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概要 6.5 


1. 复 解析 函数 : > f(z) 是 平面 中 开 集 D 中 的 复 变 量 z = z + iy 的 复 值 函 
数 . f(z) 关于 z 的 导数 是 极限 
f(z) = lim, f(z+ 9 一 f(z) 
(如 果 极 限 存在 ) 不 管 复数 h 是 怎样 趋 于 0. 如 果 f(z) 对 D 中 所 有 的 z 存在 ， 
则 称 函 数 f(z) 在 D 上 是 复 解析 的 (或 简称 解析 的 或 全 纯 的 ). 如 果 f(z) 是 在 整 
个 复 平面 上 解析 , 则 称 f(z) 是 整 函数 . 


2. Cauchy-Riemann 方程 (命题 1): WR f(xt+iy) = u(z,y) +iv(z,y) 在 
FE D 上 是 解析 的 , 则 f 的 实 部 和 虚 部 (u 和 v) 服从 Cauchy-Riemann 
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Uzr =V, 和 uy = 一 0z. (S1) 


WR u Al 在 DD 上 还 是 C, 则 它们 在 D 上 是 调和 的 . 反 过 来 , WR u Av 是 
Cl WATE D 上 满足 Cauchy-Riemann 方程 , 则 f =u + iv Æ D 上 是 解析 的 . 


3. WAH: + ulz, y) 和 v(z,y) 是 定义 在 某 个 开 集 D ELMAR. 如果 
u+iv 在 D 上 是 解析 的 (EP, WR u Av 是 Cl 的 , HARM Cauchy-Riemann 方 
程 (S1), W v du Æ D EMER. u HER TIS Hee — TP R. 
命题 3 表明 定义 在 矩形 区 域 R 上 的 任 一 调和 函数 u 在 R LAVAS HE. 这 对 
单 连 通 区 域 R( 即 , 没有 洞 ) 仍然 是 成 立 的 , 但 例 3 表明 定义 在 控 去 一 点 的 平面 
(BD, 在 (0,0) 处 有 洞 ) Lao AN ea Inr, 在 该 挖 去 一 点 的 平面 上 没有 调和 共 思 . 
WR u 和 w AVAIL GE, 则 水 平 曲线 u= 常数 和 水 平 曲线 v = 常数 在 任 一 它 
们 梯度 的 公共 长 度 不 为 零 的 点 处 垂直 相交 (参看 例 2). 在 二 维 的 应 用 中 , 这 些 曲 
线 描述 为 (取决 于 背景 ) 静电 等 位 势 曲线 , 稳 态 温度 分 布 的 等 温 线 , 不 可 压缩 无 
旋 流 体 流 的 流 线 , 等 等 .( 参 看 例 8, 例 9, 和 例 10). 


4. 共 形 映照 : 一 个 解析 函数 f(z + iy) = ulz, y) + iv(a,y) 可 看 作 一 个 变换 ， 
CE zz- 平面 (或 复 z- 平 面 ) 的 某 个 区 域 D 中 的 点 映 人 ww- 平面 (或 复 wo- 平面 ; 
w=utiv) 中 的 某 个 区 域 BE 内 的 点 . 如 果 对 D 中 所 有 的 z, f’(z) 40, W f(z) 
称 为 是 共 形 映照 , 因为 它 具 有 保持 角度 和 小 形状 性 质 , 虽然 局 部 有 大 约 |f'(z)| 的 
放大 倍数 (参看 例 5). 命题 4 表明 从 万 到 已 的 共 形 映照 可 用 来 把 wp E 
上 的 调和 函数 传递 到 z- 平 面 中 的 区 域 D 上 . 这 在 解 不 熟悉 区 域 上 的 Dirichlet 
问题 中 是 有 帮助 的 , 如 果 映 像 区 域 是 熟悉 的 (参看 例 6 和 例 7). 如 果 想 求 一 个 
在 某 条 曲线 (例如 , 等 温 线 , 流 线 , 等 等 ) 上 等 于 常数 的 调和 函数 , 则 一 个 把 该 曲 
线 变 成 垂直 (或 水 平 ) 直线 的 共 形 映照 的 实 (或 虚 ) 部 就 是 这 样 的 函数 . 每 个 解 
Br PBR SES (可 能 是 很 有 兴趣 的 ) 问题 , 但 求 出 适当 的 函数 用 来 解答 一 个 
给 定 的 (甚至 是 简单 的 ) 问题 不 总 是 那么 容易 . 


练习 6.5 


1. (a) 对 复数 z = r + iy, 利用 寡 级 数 定义 sinz = z — 23/3!4+ 25/5!+--- 和 Euler 公式 
e* = e*(cosy + isin y) 来 推导 sin z = (e — e *)/(2i) = sin z cosh y + icosxsinhy. 
(b) 通过 验证 对 (a) 部 分 的 实 部 和 虚 部 Cauchy-Riemann 方程 成 立 来 证 明 sin z 是 解析 
函数 . 


10. 


§6.5 复 变 量 理论 及 其 应 用 . 397 . 


. 例 3 中 的 论证 方法 表明 , 定义 在 挖 去 一 点 平面 上 的 调和 珊 数 Inr, r 4 0 在 任 一 包含 极 


点 的 开 和 矩形 上 没有 调和 共 配 . 为 什么 这 个 结论 不 与 命题 3 冲突 ? 


. (a) 证 明 半径 为 上 > 0, 圆心 在 (1, 0)( 即 在 z = 1) 的 圆周 随 着 9 的 变化 由 z= 1+ be? 


绘 出 . 

(b) 证 明 (a) 部 分 的 圆周 经 函数 f(z) = z? 并 不 映 成 “完美 的 ”的 圆周 , 但 随 着 b 一 0， 
映像 变 得 更 圆 . 

(c) 直接 证 明 对 小 的 b, 该 圆周 放大 大 约 | 了 "(1)| 倍数 . 


， 夯 出 棉 形 0< r+ < 2, 0< 9<7/2 经 w= f(z) = 2 RA w- 平 面 的 映像 . 
.利用 命题 4 推断 g(x,y) = exp[z? — y?) sin(2ry) 是 调和 函数 . 
,假设 U(7,0) 是 圆 盘 r< RR 的 外 部 (r > R) 的 连续 函数 , 且 假 设 U(7,9) 是 ">R 的 


调和 函数 , 满足 U(R,0) 三 0 和 |U(7,9)| < M,M 为 某 个 常数 . 通过 完成 以 下 步骤 来 证 
明 U(r7,90) 三 0, r>R. 

(a) 对 任意 固定 的 ro > R, 证 明 对 于 r > 0, 函数 V(r, 0; ro) = M EELA 是 调和 的 , 并 
且 在 圆周 r= R 上 等 于 零 , 在 圆周 7 = ro 上 等 于 M. 

(b) 由 最 大 值 最 小 值 原理 (或 利用 第 6.4 节 的 习题 1) 证 明 在 圆 环 R <r <r 上 
IU (r,0)| < V(r, 0; ro). 

(c) 对 任意 固定 的 r, 当 ro 一 co 时, Æ (b) 中 的 不 等 式 两 边 取 极限 得 到 JU (r, 0) < 0 
( 即 U(r,0) = 0), 正 是 所 需要 的 . 


. 证明 当 Cauchy-Riemann 方程 uz = vy 和 uy = -wz 用 极 坐 标 表示 时 , 它们 变 成 等 价 


的 一 对 方程 U, = iVa 和 V, = 一 上 De， r>0. 


. (a) 对 任 一 实数 a, 对 一 +r <0 <r A z= re, r>0 HMMM ze = reet, 利用 习 


题 了 7 证明 2° 是 z 在 撕 开 的 平面 -x < 6 < 上 的 解析 函数 . 

(b) 证 明 z* = exp[aLnz], 其 中 Lnz 是 对 数 函 数 的 主 支 , 由 Lnz = Inr +10 定义 ( 参 
看 例 3). 

(c) 对 a > 3, 证 明 z* 把 扇形 0 < 9 < r/a 映 到 上 半 平 面 y > 0 E. 

(d) 粗略 地 绘 出 对 应 于 在 扇形 0 < 9 < n/a, a > 0 中 解析 函数 f(z) = za 的 流体 流 的 
流 线 .( 如 果 有 困难 , 可 先 考虑 a = 2 的 情形 ). 在 (c) 部 分 的 映照 下 这 些 流 线 会 发 生 什么 
情况 ? 


。 设 解析 函数 f(z) = u(x, y)+iv(z, y) 把 z- 平 面 中 的 开 集 D 一 一 对 应 地 共 形 映 到 ww- 平 


面 中 的 开 区 域 Eb. 则 存在 函数 g(w) = z(u,v) + iy(u,v), 它 是 以 下 意义 下 f(z) 的 
W: w= f(z) 当 且 仅 当 z = g(w). 可 以 证 明 g(w) 是 w 的 解析 函数 , 但 不 去 做 这 种 证 
明 , 而 是 来 证 明 D 中 的 曲线 y = 常数 被 f(z) RM E 上 与 该 解析 函数 9 对 应 的 流体 
流 的 流 线 . 


& f(z) = sinh z = sinh z cos y + i cosh z sin y. 
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11. 


第 六 章 Laplace 方程 


(a) 证 明 对 区 间 (—3, 5) 中 任意 非 零 的 c, f(z) 把 水 平 线 y = c RBM HA 
v? u? 
sala outa =1 (u+iv=w = f(z)) 

的 一 支 上 (上 支 或 下 支取 决 于 c 是 正 的 还 是 负 的 ). 对 z- 轴 (BI y = 0) 会 发 生 什 么 ? 
(b) 注意 到 所 有 这 些 双 曲 线 与 v- 轴 交 于 -1 和 1 之 间 , 画 出 这 些 曲线 的 略图 , 并 说 明 这 
些 曲线 填 满 整个 w- 平 面 除去 v- 轴 上 的 射线 v>1 和 w< 一 1. 
(c) 由 (a) 和 (b) 推断 sinh z 把 水 平 带 -下 < y < ZGH D) 一 一 对 应 地 映 到 开 集 
E bE 由 w- 平 面 去 掉 (b) 中 的 射线 组 成 ， 因 此 , 在 D 上 的 sinhz 在 E 上 存在 逆 
sinh”! w( 参 看 习题 9). 
(d) 由 习题 9 推断 对 应 于 巨 上 的 解析 函数 sinh w 的 流体 流 以 双 曲 线 作 为 它 的 流 线 . 
用 语言 描述 该 流体 流 , 并 解释 等 势 曲线 是 怎样 静电 产生 的 , 或 怎样 作为 在 稳 态 热 传导 过 
程 中 的 等 温 线 的 . 
(a) $ D 由 半 平 面 z > 0 去 掉 区 间 z- 轴 上 的 0 < zx < 1 AM. 验证 函数 h(z) = z? 一 1 
把 D 映 入 平方 根 函 数 区 域 , Bl {re : -x < 9 < rr > 0}( 参 看 习题 8)， Ast, 函数 
f(z) =ivz? 一 1 是 在 D 上 有 明确 定义 的 解析 函数 . 
(b) 描述 具 复 速度 位 势 f(z) = iVz7 一 1，z € D 的 流体 流 的 流 线 . 

提示 考虑 一 条 在 u- 轴 稍微 上 方 的 直线 (比如 v = e > 0) 在 逆 变 换 g(w) = 
Vi-w?, w=ut+iv, v>0 FHIR. 下 面 的 图 7 恰当 吗 ? 我 们 注意 到 函数 f(z) = 
iV22 一 1 实际 上 可 解析 开拓 到 整个 z- 平 面 去 掉 z- 轴 上 的 线段 [-1,1] 上 . 我 们 已 在 图 
7 中 包含 了 落 在 半 平 面 z < 0 的 流 线 . 这 是 为 什么 ? 
(c) 什么 具体 的 物理 情况 将 会 产生 如 同 在 (b)@ 部 分 求 得 的 流 线 的 等 温 线 或 等 位 势 曲 线 ? 


了 


中 原文 误 为 (a). 一 一 译 者 


+B Fourier 变换 


在 本 章 , 我 们 引入 Fourier 变换 理论 并 利用 它 来 求 无 限 区 域 上 偏 微 的 解 . 例 
如 , 在 各 种 关于 f(z) 的 假设 下 较 详细 的 考虑 无 限 长 杆 的 热传导 问题 : 


D.E. ut = kurr, —oo< x< œ, t>0, k>0; 
I.C. zu(z,0) = f(x). (1) 


读者 或 许 想 知道 为 什么 这 种 问题 有 意义 , 因为 就 实用 目的 来 说 , 所 有 区 域 ( 杆 ) 
都 是 有 限 的 . .一 个 解释 是 通常 在 无 限 的 情形 解 的 形式 更 易 处 理 和 解释 . 这 对 波 
方程 已 经 看 到 , 无 限 弦 的 D'Alembert 公式 比 Fourier 级 数 解 更 易 处 理 , Fourier 
级 数 解 通常 是 无 穷 多 调和 函数 的 和 , 直接 证 明 它 的 收敛 性 或 许 是 困难 的 .在 第 
五 章 , 我 们 对 适当 的 周期 初始 数据 利用 D'Alembert 公式 来 解 出 具 固定 端点 或 自 
由 端点 的 有 限 弦 波 方程 , 其 中 没有 用 到 Fourier RA (参看 第 5.2 节 的 定理 3, 或 
第 5.3 节 的 例 1 和 例 2). 

关于 热 方 程 ( 即 , 关于 问题 (1)) 的 D'Alembert 公式 的 类 似 公式 是 不 寻常 的 
公式 (对 t> 0) 


us) = Foe rä e=l2-1)?/4kt f(y)dy, (2) 


正如 我 们 将 要 证 明 的 , 该 公式 是 (1) 在 种 种 关于 f(z) 的 假设 下 唯一 “物理 上 合 
理 ” 的 解 . 特别 , 如 果 f(z) 是 连续 的 且 是 以 25 为 周期 的 , 则 由 (2) 给 出 的 u(x, t) 
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对 长 度 为 2L 的 环形 金属 丝 中 热传导 问题 提供 了 一 个 周期 解 . 注意 到 (2) 处 理 起 
来 明显 比 在 第 3.4 节 中 的 形式 Fourier 级 数 解 来 得 简单 . 解 (2) 对 在 z ERZ) t 
的 温度 ulz, t) 还 有 一 个 切 意 的 解释 , 作为 基 元 me /tf(y)( 由 于 在 不 
同 点 y 的 热源 ) ASB (BN, 积分 ). 属于 固定 点 y 基 元 在 不 同时 刻 t 的 形 
状 在 图 1 中 绘 出 . 在 每 条 “Gauss 曲线 ”下 的 面积 是 f(y)( 这 里 假设 是 正 的 ) 高 是 
zaaf o). 随 着 t 增加 , 在 y 处 的 初始 温度 f(y) 的 影响 就 蔓延 开 来 . 


ankt 


a 
A 


图 1 


公式 (2) 以 及 类 似 的 无 限 问题 的 解 是 通过 Fourier 变换 的 技巧 以 形式 的 不 
严格 的 方式 发 现 的 . 由 于 这 个 缘故 , 用 这 种 方法 得 到 的 解 无 论 如 何必 须 个 别 验 
证 以 确保 它们 满足 所 给 问题 . 尽管 这 样 , 我 们 将 证 明 在 种 种 假设 下 (通常 不 是 最 
一 般 的 )Fourier 变换 的 一 些 性 质 , 以 使 读者 具有 对 认为 形式 上 的 处 理 很 可 能 导出 
正确 的 解 的 一 些 根据 . 我 们 建议 读者 或 教师 在 第 一 次 阅读 时 先 略 过 较 困 难 的 证 
明 , 而 把 注意 力 集中 在 例子 上 . 

为 了 引出 复 Fourier 变换 , 在 第 7.1 节 我 们 先 考虑 Fourier 级 数 的 复 形式 . 第 
7.2 节 包 括 了 Fourier 变换 的 基本 性 质 . 虽然 反 演 定理 的 证 明 放 在 本 章 的 最 后 ， 
然而 在 第 7.3 节 中 利用 了 该 定理 来 证 明 Fourier 变换 的 Parseval 等 式 . 在 第 7.4 
节 , 把 Fourier 变换 法 用 于 关于 无 限 杆 的 热 问 题 (1), 并 形式 地 获得 公式 (2). 然 
后 严格 证 明 (2) 满足 (1). 我 们 还 说 明了 Fourier 变换 法 是 怎样 能 用 于 波 方程 问 
题 和 Laplace 方程 问题 , 即使 我 们 已 经 看 到 其 他 的 方法 是 足够 的 . 在 第 7.5 节 ， 
利用 (2) 以 及 镜像 法 , 我 们 解答 了 在 第 4.3 节 遗 留 下 来 未 解决 的 有 关 有 限 杆 的 
形式 无 穷 级 数 解 的 有 效 性 问题 , 镜像 法 和 (2) 用 来 解 半 无 限 杆 (0 < x < oo) 热 
问题 . 对 热 问 题 利用 (2) 和 镜像 法 , 本 质 上 与 5.3 节 中 对 波 问 题 利用 D'Alembert 
公式 和 镜像 法 相同 . 引入 了 Fourier 正弦 变换 和 Fourier 余弦 变换 , 但 没有 详细 
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讨论 它们 , 因为 由 这 些 变换 获得 的 结果 通过 利用 通常 的 Fourier 变换 结合 镜像 法 
可 不 费力 地 得 到 . 


历史 注 记 和 现代 前 景 


在 18 世纪 后 期 和 19 世纪 初 , 科学 家 和 数学 家 受到 求解 有 限 区 间 初 边 值 
问题 的 Fourier 级 数 方法 成 功 的 鼓舞 , 他 们 寻求 Fourier 级 数 的 一 个 适当 的 连 
续 的 变 体 , 涉及 用 积分 来 代替 无 穷 级 数 . 这 种 变 体 使 得 他 们 能 对 某 些 非 周期 函 
数 给 出 积分 表示 .而 且 这 种 表示 将 得 出 更 为 容易 处 理 和 理解 的 封闭 形式 的 解 
{ 即 , 不 涉及 无 穷 级 数 ; 参看 (2))，Fourier 变换 (或 积分 ) 的 想法 是 受到 Pierre- 
Simon de Laplace(1749 一 1827) 工作 的 启发 , 上 且 主要 归功 于 Joseph Fourier(1768 一 
1830),Augustin-Louis Cauchy(1789 一 1857) 和 Simon D. Poisson(1781—1840). 在 
1811 年 , 他 们 三 人 都 向 巴黎 科学 院 口头 陈述 了 他 们 的 文章 ,而 且 每 个 人 都 从 其 
他 人 的 详细 解释 中 受益 . 

Fourier 变换 的 概念 是 积分 变换 (或 算 子 , 参看 第 1.2 节 ) 符号 的 一 个 特殊 
情形 . 任 给 一 个 “比较 好 的 ”函数 K(x, €), 可 由 下 式 定义 函数 f(z) 的 积分 变换 
F(é€) 或 T[f](E): i 

FE =TUIG = | Kees (war, (3) 


其 中 固定 的 积分 限 a 和。 可 以 是 有 限 或 无 穷 . 根据 (3), 每 个 适当 的 函数 f 变换 
成 一 个 新 的 函数 F 或 T[f]. 这 种 变换 在 下 述 意义 下 是 线性 的 : Tle fy + cz 户 ] = 
ei T [fi] + coT [fo]. 该 变换 由 积分 限 c 和 履 的 选取 而 确定 , 函数 K (T, E) 称 为 该 变 
换 的 核 . 一 些 广泛 使 用 的 由 积分 限 和 核定 义 的 变换 在 下 表 列 出 . 


表 7.1 一些 常见 的 积分 变换 


Fourier 
Laplace 
Mellin 
Hilbert 
Weierstrass 


选用 哪个 变换 取决 于 着 手 处 理 问 题 的 特性 , Fourier 变换 在 求解 偏 微 中 有 帮助 , EY 
先 因为 它 把 求 导 转化 为 下 述 意义 下 简单 的 代数 乘法 : TIE = ETIE 
(参看 第 7.2 节 的 命题 1). Laplace 变换 适合 线性 常 微 方程 组 的 初 值 问题 , 是 理想 


+ 402 - 第 七 章 Fourier 变换 


的 工具 . 为 了 用 代数 方法 解 这 种 问题 , 英国 电子 工程 师 Oliver Heaviside(1850 一 
1925) 基于 Laplace 变换 和 Fourier 变换 发 展 了 广泛 应 用 的 “ 算 子 微 积 分 ”. 

与 Fourier 级 数 一 样 , Fourier 变换 除了 求解 微分 方程 之 外 还 有 许多 基本 用 
途 . 在 [-L, L] ERX f(x) 的 Fourier 系数 an 和 bn 告诉 我 们 谐 函 数 sin 272 和 
cos 22 在 参与 函数 的 构成 中 是 如 何 重要 . 对 定义 在 (—00, 00) 上 的 函数 f(x), 在 
某 点 & 的 Fourier 变换 


Gy 人 ~ F(a)e**de, 


告诉 我 们 谐 函数 sin(Ex) 和 cos(Ex) 在 函数 的 构成 中 是 何等 的 重要 . 把 一 个 在 进 
行 实验 检查 的 物体 看 作 是 未 知 函数 通常 是 有 用 的 , 而 且 认 识 该 物体 的 最 初 方式 
就 是 测量 它 对 由 各 种 频率 上 /2r 发 射 的 探测 器 (例如 , 光线 , X- 射 线 , 微波 , 电 
子 信号 , 声波 , 等 等 ) 的 反应 . 反应 的 程度 可 能 认为 是 与 该 未 知 物体 的 组 成 中 具 
频率 E 的 谐 函 数 的 权重 成 比例 ( 即 , 未 知 函 数 的 Fourier 变换 在 & 的 值 ). 然后 
希望 从 这 些 反 应 来 近似 该 未 知 物 . 换言之 , 希望 从 函数 的 Fourier 变换 来 确定 该 
函数 . 这 里 有 个 结果 ( 反 演 定理 ) 表明 对 一 大 类 顶 数 可 以 这 样 做 . (这 与 Fourier 
级 数 的 收敛 定理 类 似 , 这 些 收敛 定理 由 它们 的 Fourier 系数 重新 构造 了 某 些 天 
数 .) 在 现实 情况 中 , 一 个 物体 的 频率 反应 可 以 依赖 于 该 物体 被 探测 的 角度 , 所 
以 问题 会 非常 复杂 , 可 能 一 次 不 同 的 多 方面 的 变换 或 许 更 合适 . 例如 , Radon Æ 
换 以 及 它 的 反 演 定理 由 Johann Radon (1887—1956) 在 他 1917 年 的 论文 “Uber 
die Bestimmung von Funktionen durch ihre Integralwerte längs gewisser Manning- 
faltigkeiten” ([Radon],{Deans]) 中 发 展 起 来 的 . 虽然 该 论文 在 1970 年 前 在 应 用 领 
域 实 际 上 鲜 为 人 知 , 但 如 今 在 医学 诊断 , 大 气 物理 , 天 文学 , 光谱 学 , 统计 学 , 地 
球 物理 学 , 应 力 分 析 等 领域 使 用 Radon 积分 变换 是 必要 的 . 因为 由 物体 的 频率 
反应 来 确定 物体 的 问题 ( 即 ,反问 题 或 重新 构建 问题 ) 在 科学 上 几乎 是 包罗 万 象 
的 , 所 以 积分 变换 是 许多 可 供 选 择 的 基本 工具 . 


87.1 复 Fourier 级 数 
回忆 一 下 定义 在 -L < xz < LL 上 适当 的 函数 f(r) Fourier 级 数 是 


1 co 
FSf(z) = 50+ > an cos TET + bn sin, (1) 
n=1 
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其 中 


-+f f(z) cos dz 和 bn = 5 f f(x) sin ade 
为 了 得 到 Fourier 级 数 的 复 形式 , 要 利用 Euler 公式 (参看 第 1.1 WAY (24)) 
e" = cosy 十 isin (2) 
由 此 得 
cosy = 3(e™ +e) 和 siny 一 -3(e% — eiy). (3) 


My = "52, H (1) 中 的 cos 272 和 sin 222 用 (3) 中 相应 的 公式 替换 , 得 


oo 
FSf (zx) = 500 $ D Gane’ + rial oak = ibp (e'"7=/L -_ Ge/ 二 让 


1 = 1 ; innz/L 1 . -inrz/L 
= 200 + 2 (5 (an ~ tbn)e™ z/ + 5 (an + ibnje~™ S/L) (4) 


-1 
1 1 A 1 , 
二 二 a ee /L 和 = ; /L 
= 540 十 5 (an ibn )err™™/™ + 5 (an + ibin)e™™/”, 


n=1 n=—-co 


& co = ha. Xt m = 1,2,3,---, 定义 


1 A 1% MTT .. mre 
Cm = 50m — ibm) = zy J | (e) (cos ZEZ — isin T ) de 


1 /* En 
=a, / , fee dz. 


Xf m = 一 1, 一 2, 一 3,…, 定义 


十 2S 


1 : ts od £ -MTE ., , -MmT 
Cm = j-n + ibm) = zy |, fæ) (cos T in—7 ) as 


ife mire È 
ae 一 一 2771TDZ 
= or 局 f(x)e dz. 
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则 (4) 可 写成 以 下 形式 


其 中 


Cm = xf. f(x)e*™**/L da, m = 0, +1, +2, - 


形式 表示 FS. f(r) RA f(x) HW Fourier BA. 


如 果 FS f(z) 在 z 处 收敛 , 则 不 论 是 用 FS。 f(x) 还 是 FS f(r) 显然 得 到 相 
同 的 结果 , 即 


N 
1 NTL . NNT 
im, > $ Cm eimrz/ 工 一 = Nim s (žo + 2. Qn COS 了 + bn sin mzz) 。 


因此 , 第 四 章 所 有 收敛 性 结果 可 搬 到 关于 复 Fourier 级 数 相应 的 结果 . 有 意思 的 
是 复 Fourier 级 数 计 算 起 来 通常 比 “ 普 通 ”Fourier 级 数 更 简单 . 


例 1 计算 f(z) —e%*, -L <z < LA Fourier BR, 其 中 a 是 实 常数 . 
解 我 们 有 


1 ie s i 
= f ere-imrz/L or 一 af e(a—(imn/L))a gy 
2L J_r 


2L J-i 
1 1 ; tin. | 
= — — ell- (imt/L))z SS a -imr _ „—aL imr 
2L a —imn/L° -L Pei . CEN) 
1 aL+imr 7 a = > 
= aE + Com (e “(cos(mm) — isin(mm)) — e~*”(cos(mm) + isin(mz))) 
etl —e (aL + imr) 


= 一 (一 nri (aL)? + m te + imn) = = (一 1)™ sinh(aL)— 
对 m > 0, cm 的 实 部 是 Fam, 虚 部 是 -3bm. 请 读者 直接 计算 这 些 普通 Fourier 
系数 . 当然, f(z) 的 复 Fourier 级 数 就 是 Do nem el/ ai cm 由 上 面 
给 出 . o 


函数 emre/L 是 复 值 的 .在 [-L, L] 上 分 段 连续 的 两 个 复 值 函数 f(z) 和 
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g(x) 的 内 积 定义 为 以 下 复数 


L 
(f,9) = f , f(t), (6) 


其 中 g(x) 是 g(z) HHA. 因此 , WR f(z) = file) + if2(z) 和 g(x) = 
glz) +iga(z), EP fi, fo, g 和 go 是 实 值 的 , 则 


L 
(ha) = f Ale) tiho) ~ ign(e)de 
L L 
=] Alaala) + fala)ga(a)}ax +i f Ulea (2) — f(s)g2 (olar. 
虽然 (f,g) 一 般 不 是 实数 , 但 f 与 自身 的 内 积 是 实 的 且 是 非 负 的 : 
L L 
= wi PNY 了 £ 2 i 
TRE / ,f(a) Fajr = 人 Mo)Par >0 


于 是 范 数 |All, 定义 为 I= Wf), 有 意义 . 而 且 当 f 和 g 是 实 值 时 (f,g) 的 
定义 与 第 4.1 节 中 的 定义 相同 . 利用 符号 em(z) = eim"*/7, 有 


L n L 
(em, en) =f eim™r/Loinrr/Ldr = |/ ei(m-—n)rz/L dr 
2È L 


加 (m—n)rx .. (m—-—n)rz _ JO, MR mEn, 
-人 (oS = + isin | -— ed be alas 


我 们 称 族 {em}, m = 0, 土 1, 土 2,… 构成 了 具 范 数 平方 eml? = 2L HEZK. 复 
Fourier 系数 cm 实质 上 是 可 取 复 值 的 函数 f 关于 该 族 的 分 量 ， Bp 


1 L 7 1 
at —imnz/L 
cm = oF 三 f(z)e dr = ap S em) 


如 果 函 数 f 足够 好 (例如 , 如 果 f 是 连续 的 日 分 段 C1, 并 有 f(-L) = fL), 则 
我 们 知道 (参看 第 4.2 节 的 定理 4)Fourier 级 数 ( 复 的 或 普通 的 ) 收敛 到 f(z)， 
此 

f(z) = 5 cmei™"™®/L 二 


m=—co 


= 1 1 
RR Jan agen O 
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此 为 f 以 “单位 正 交 向 量 " em 的 展开 式 . 复 Fourier 系数 的 Parseval 等 式 
(参看 第 4.2 节 ) 呈现 了 一 种 优雅 的 形式 : 


L oo 1 
IP= f Pd = 5 I EP 


co 2 co 
=2b D> |en) =2b X, lemt. 
这 表明 该 结果 对 任 一 函数 (可 以 是 复 值 的)f(z) 成 立 , 只 要 万。 |f(z)l2dz < oo. 
当 f(z) 是 实 值 的 , 该 结果 由 第 4.2 节 的 Parseval 等 式 得 到 ， 因 为 对 于 m = 
式 的 复 形 式 叙述 如 下 : 


定理 (Parseval SX) $ f(x) 是 定义 在 [-L, L] 上 的 实 值 或 复 值 函 数 , 则 


L co 
Wi? = f ede =2L > len 


m=—co 


其 中 


L 
ae F f(r)e "t Ldr, m = 0,1, 土 2,.… 
2LJ = 


是 f(z) 的 复 Fourier 系数 . 


例 2 如 果 f(z) =e, -L < zz < L, 其 中 a 关 0 且 是 实数 , Parseval 等 式 
表达 了 什么 ? 
解 我 们 有 


L L 1 L 1 
|f (x)| dz = / e29* dr = —e2ar = 一 (e2o x e 2eLy 
-L -L 2a i 


i 
= A 十 e-ar)(ea — eel) = 2 cosh(aL) sinh(aL). 


由 例 1, Jem)? = :半生 ,所 以 Parseval 等 式 得 出 


1 


2 : aa = 
z cosh(aL) sinh(aL) = 2L sinh“ (aL) 2 PL? ma 
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对 L=n, 得 
3 1 _ mcosh(an) ~m 
es Ain ae e aN 5 
下 面 的 定义 在 后 面 将 会 有 用 的 . 


定义 一 定义 在 (—00, 00) 上 实 值 或 复 值 函 数 称 为 在 (—00,00) 上 绝对 可 积 
的 , 如 果 [各 |f(z)ldz 对 所 有 R > 0 存在 , A 


co R 
[È o= jim, f Olde < oo (7 


例如 , (1 + z?)-! 是 绝对 可 积 的 , 因为 f° (1 + 2?) ldz = r < oo, {A «/(1+ 27) 
不 是 绝对 可 积 的 . 的 确 , 虽然 f™, /(1 + z2?)dz = 0, 但 


oo R 
Í dx = lim / 
06 R=>œ J -R 

R 


T 


一 一 一 二 dr 
1 +r? 


z 
1 十 Z2 


dz == jim In(1 + R?) = oo. 
Fourier 变换 


设 f(z) 是 实 变量 z e (-co, 00) MARMARA. f(z) 的 Fourier 变 换 是 
当下 式 的 极限 存在 时 由 它 定 义 的 实 变量 E € (—00, 00) 的 函数 fE) 


f= y ojerendz = im, {rea (8) 


dx= ei 
27 


有 些 别扭 的 因子 Ze (RMS dz = zdr 把 它 掩饰 起 来 ) 在 其 他 的 书籍 中 
有 时 略 去 . 用 这 里 的 符号 , KERI R RA f(x), 下 面 的 Parseval 等 式 ( 关 
于 Fourier 变换 ) 成 立 


[fora = f HwPa, 
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(参看 第 7.3 i). 如果 在 fE) 的 定义 (8) 中 的 因子 A 略 去 , 则 在 Parseval 
等 式 的 左边 就 得 插入 因子 (2r)-!， 注意 到 在 定义 (8) 中 , 我 们 暗中 假设 积分 
fie rd (ze **da 对 所 有 实数 R 都 存在 , 但 没有 假设 f(z) 是 绝对 可 积 的 . 如 果 
(8) 中 的 极限 存在 , 则 该 极限 称 为 广义 积分 f°. f(c)e~**da 的 Cauchy 主 值 . 即 
使 f(x) 不 是 绝对 可 积 的 , 但 Cauchy 主 值 可 以 存在 . 

WR E= mr/L, 则 fE) 看 上 去 很 像 一 个 复 Fourier 系数 . 的 确 , 假设 f(z) 
是 对 -L < z < L 有 定义 的 “好 的 ”( 例 如 , 分 段 连续 ) 函数 . 通过 下 式 把 A(z) 
延 拓 到 对 所 有 z 有 定义 的 函数 : 

fi(z), |z| <L, 
‘m= {he st 


fils) 的 复 Fourier 系数 由 以 下 给 出 
L oo 
cm = AN fi(aye~*"**/“ da 二 a oe f(z)e i(m™/ Trgqy 
= BEL” gaye tm Deda = A) 
FA, filc) 的 em 实质 上 是 通过 求 延 拓 函 数 f(x) 的 Fourier 变换 je) 在 点 
€ = mn/L, m = 0, 土 1, 土 2,… 的 值得 到 . 后 面 (参看 第 7.3 节 ) 将 利用 这 个 事 
实 , 但 在 本 节 剩 下 的 部 分 我 们 来 考虑 一 些 例子 . 
例 3 R f(z) = etli 的 Fourier 变换 , HP a> 0 和 x € (-co, cw). 
解 计算 
a oo , oo 0 
FE) = | dsm | ce ed 人 ee Std y 
- | corerda+ { ee (其 中 w= 一 z) 
0 0 
Lf 6 Hes |° e 1 1 1 
met =e (setae) 


e 一 (a 一 话 )z 
+ 一 一 一 
—(a — i£) 


Var \ —(a + i£) |, 
l 2 
V2ra? + 62 


例 4 SRE PRAHA Fourier 变换 


_J1, lal <Z, 
ray={* |x| > L. 
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fR 由 于 对 |z| > L, f(x) = 0, 所 以 


oo L 
fe) =f" sae dea | de= ee 
1 esL — esL 1 2sin(€L) 


“Jan oie Vin € 
注意 到 即使 f(z) 对 区 间 [-L, L) 外 的 z 为 零 , 但 同样 的 情况 对 fe) 不 真 . 一 般 
可 以 证 明 如 果 f 是 分 段 连续 的 , 且 f 和 f 在 [-L,L] 之 外 为 零 , 则 除了 有 限 多 
个 点 之 外 , f(x) = 0. i 
例 5 通过 计算 下 面 函 数 的 Fourier BHR AH — AKER Fourier 变 
换 不 必 是 实 值 的 . 


1, O<z<SL, 
i = 其 他 处 . 
解 我 们 有 
L 1 e-iéz|’ 1 eiL-l1 
2 ~ Wa, — _—_ eine es 
fe) = [eda = a Page, ae" 


_ 1 cos(€L) —isin(€L)-1 _ 1 _ sin(€L) — i(1 — cos(€L)) 4 
~ V2r 一 外 ~ V2n l 


2 


例 6 4 f(x) =e-2%, a>0, — <x < o. 证 明 


jo- f ieee o Leen, 
解 被 积 函数 的 指数 配 平 方 变 成 -8(z + 18)? 12. 因此 ， 
fl) settle f” emoet gs = eteo), (9) 
现 来 证 明 由 (9) 定义 的 积分 (6) 实际 上 是 与 无 关 的 常数 . 的 确 , 经 积分 号 下 
求 导 数 (参看 Leibniz 法 则 , 附录 3), 得 
r€) = J . Re a = / i ceetie/o (a(s + 68)“ ate 


. oo 
= —_¢-hale+tit/a)? 
av 2r 


=0. 


一 Co 
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于 是 (0 是 常数 , A 
I(€) = 1(0) = / * aio gy. 


为 了 计算 10), 我 们 借助 于 一 个 绝妙 的 技巧 (涉及 极 坐 标 ), 读者 以 前 或 许 见 过 这 
种 技巧 : 


Do Do Oo co 
|Z(0)|? = (/ ci ge) (/ ci da) 一 x / / emiala? +y’) dedy 
= ae 27 J_oo J—co 
Qn p27 ` ~har? oo 
= valk f e7 3°" rdrdg = 1 
2r 0 0 a 0 


由 此 得 1(0) = b. 于 是 , 我 们 得 


= 9 
a 


oo 


Fey) = e-ta f e-haletis/a)? ate — o-$6/07(¢) = e-$€7/21(9) — l e-i /a 
fE) =e Je dr=e I(é) =e I(0) Ta . 


于 是 , 如 果 f(x) = e482", W f(E) = emita, 


当 a = 1 时 , 注意 到 f 和 f 结果 是 相同 的 函数 . 有 无 穷 多 线性 无 关 的 函数 具有 
这 种 性 质 (参看 练习 7.2 的 问题 13 和 问题 14). 口 
注 记 附录 5 有 Fourier PRR. 


概要 7.1 


1. & Fourier 级 数 : 令 f(r) 是 定义 在 [-L,L] 上 的 函数 , 则 f(x) HH 
Fourier 级 数 是 以 下 展开 式 


= > imnz/L = 1 所 —imnz/L 
FS, f(z) 2, ome ， 其 中 em yA J ， f(x)e dz, (S1) 
m=0,+1,+2,--., 只 要 所 有 这 些 积分 存在 . 由 于 FS. f(x) A-N 到 N 的 部 分 
和 与 通常 的 Fourier 级 数 FS f(z) 从 0 到 的 部 分 和 相同 , 所 以 在 第 4.2 节 中 
的 所 有 收敛 性 结果 对 复 Fourier 级 数 也 成 立 . Parseval 等 式 用 复 Fourier 系数 表 
示 变 成 本 

[fear =2t > Ion (82) 


m=— o0 
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(S2) 的 左边 是 范 数 的 平方 fll? ， 相 对 于 范 数 平方 为 2L 的 正 交 族 en(z) = 
eimrz/L(m = 0,+1,42,---), 右边 与 f 的 分 量 (fem) 的 模 的 平方 的 和 成 比例 . 
注意 到 Cm = 去 (f， €m)- 


2. Fourier 变换 : 设 f(x) 是 实 变量 z(-oe < x < oc) MIAME (APR. 
f(z) 的 Fourier 变换 是 由 下 面 的 极限 (Cauchy 主 值 ) 存在 时 所 定义 的 函数 f(é) 


fe) zS f(a)e®* dar = Jim TA faje “td's, ($3) 


其 中 d'r = Ie: 在 第 7.3 节 , 我 们 证 明 对 “好 的 ”函数 f(r), 以 下 的 Parseval 等 
式 (关于 Fourier 变换 ) 成 立 : 


D IFE) Pde = fii f(a)Pde. (S4) 


练习 7.1 


1. 计算 下 列 定义 在 [-L, L] 上 的 函数 的 复 Fourier RH: 
(a) f(x) =a (b) f(x) = 2? 
(c) f(z) = L — |z| (d) f(z) = F(Z - lzl) 
(e) f(x) = a N = 1,2,--- (£) f(x) = e** cos(bz). 
2. (a) 验证 E_p e"? = 1 + 20080 + 2cos(20) + --- + 2cos(N0). 
(b) 利用 结果 ON, 2" = RHE 2 #1 的 复数 成 立 ) 证 明 


N 
ino _ Sin((N + 3)0) 
2 diiz sin(40) ' 


n=—N 


sin((N+2)8) 


(c) 推断 5 + cos @ + cos(26) + --- + cos( N0) = Seino)? 正如 在 第 4.2 节 以 不 同方 
式 证 明 的 .( 回 忆 起 这 是 Dirichlet 核 .) 


3. RFF mee Fourier 变换 


(a) f(z) = Shy Se (b) f(z) = e~*!*! cos(br), a,b > 0 
0, |z| > L. 
(c) f(x) = e-$° sin(bz), a > 0 (d) f(x) = re~ $27? (=-ife ~ gaz? 江 


4. (a) 验证 Fourier 变换 是 线性 的 , BD, 对 任意 复数 Al b, (af +bg)^(E) = af (€) +b9(é). 
(b) 对 任意 实数 c, 验证 [f(x + c)|*(€) = eX f(E) 以 及 le f(x)}(€) = FE - 0). 

. 设 f(z) 是 定义 在 (-00, 00) 上 的 连续 , 绝对 可 积 函数 . 证 明 : 如 果 f(z) 是 以 2L 为 周 
期 的 , 则 f(x) 必 恒 等 于 零 . 


a 
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6. 证 明 以 下 Bessel 不 等 式 的 复 形式 . 假设 |f(z)|? 在 [- 如 是 可 积 的 . 证 明 
= “ 1 s —imnrr 
D lew < gp fs ePas, 其 em = ap | slayer, 


m = 0,+1,+2,---. 
提示 4 Sw(z) = 并 >__wcmeimrzs/ 表示 FS. f(z) 的 N 项 部 分 和 , 考虑 由 

oh = +f", f(E) Sw (2) dr 定义 的 平方 差 平均 c%. 现 利用 事实 |f(z) 一 Sw(z)|? = 
[f(z) -Sn(z)][f(z) — Sw(a)], 其 中 f(z) 表示 f(z) MMI. 剩 下 的 论证 几乎 一 字 不 
差 的 如 同 实 形式 情形 ( 见 第 4.2 节 ). 

7. f(x) = etipz，-r < x <n, 其 中 B 是 实数 , 但 不 是 整数 .利用 复 Fourier 级 数 的 
Parseval 等 式 证 明 IZ o EE = r. 

8. 令 f(x) = mcos(ar), -r < x < 7, KP a 不 是 整数 . 推导 下 面 属于 Euler 的 公式 


2 ( 1)* DN CT 
Pose 2 a? — k? ~ sin(am)’ 


Him FORM f(r) 的 Fourier 级 数 的 复 形式 . 
9. 证 明 以 下 函数 有 相同 的 Fourier 变换 (注意 到 f 和 9 只 在 一 些 点 上 不 同 ): 


0, 如 果 |z| > 1， 0, 如果 |z| < 1， 
f(z)= 42， 如 果 lzl=1， 和 9g(z)=41， 如 果 -1<2<1, 
1, WR |z| < 1 0, 如果 |z| > 1 


10. 关于 Fourier 变换 的 (Riemann-Lebesgue 引 理 ). 设 复 值 , 分 段 连续 的 函数 f(x) 在 
(一 00, 00) 上 绝对 可 积 ( 即 f°. | f(x)|da < oo). 可 用 以 下 标准 结果 : 对 复 值 函 数 g(z), 如 
R [lg(z)ldz < 00, W f°. |g(x)|da = limroo f?r 9(x)dx FE, H f°. g(x)dx < 
/2 lg(#)\de. 
(a) 证 明 Fe) FETE, BD, 对 任意 实数 £, limR_,oo En JZ f(z)e-**dz 存在 . 
(b) 证 明 |f(&)| < pe /|f(z)ldz( 即 F(E) 是 有 界 的 ). 
(c) 假设 lima—o f°. |f(x) — f(x +oa)jlar = 0.( 利 用 附录 3 中 的 控制 收敛 定理 , 如 果 
f(x) 是 绝对 可 积 和 分 段 连 续 的 , 则 该 事实 成 立 .) 证 明 lime_,+o |f(&)| = 0. 

提示 。” 先 证 明 


Ay ST pe-tra 1 ff? _ Ty ie 


然后 注意 到 本 
2f(0) = Fe f (GD - fle + Bea, 
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11. 给 出 定义 在 (—00, 00) 上 Ce 函数 f(x) 的 例子 , 使 得 


R 
jim, f ltte)iaz 


不 存在 , 但 
R 
dm f sede 

却 存在 . 

1 WR n<r<n+4, n=+1,+2,43,---, 

12. & = n 

?f(z) = 0 在 其 他 的 点 . 
(a) 绘 出 -4< z 和 4， f(x) 的 草图 . 
(b) 验证 


A If(z)laz -25 J <0 
(c) 证 明 当 z 一 o0 时 f(x) 的 极限 不 存在 . 特别 , 当 z 一 co 时 f(x) 不 趋 于 零 .( 作 为 对 
H, 我 们 知道 收敛 的 无 穷 级 数 的 通 项 趋 于 稚 ) 
(d) 构造 一 个 严格 正 的 函数 g(x), 它 在 (_oo, ce) 上 绝对 可 积 , lime soo g(a) 不 存在 且 
g(x) 是 无 界 的 . 
提示 在 f(x) 的 定义 中 , 考虑 用 n 替换 1, 用 和 替换 UR pbs 替换 0 
的 结果 . 
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在 本 节 , 我 们 建立 在 施行 Fourier 变换 中 有 用 的 公式 . 这 些 公 式 对 那些 衰减 
( 即 , 当 |z| 一 ce 时 趋 于 0) 足够 快 的 函数 (以 及 它们 的 导数 ) 是 成 立 的 . 更 精确 
地 表述 为 如 下 : 


定义 ”函数 f(x) (-o0 < z < co) 具有 衰减 阶 (m,n), 其 中 m A n 是 非 负 整 
数 , WR f(z) 是 C™ 的 , 且 存 在 常数 K > 0 使 得 对 所 有 具 |z| > 1 2, 


f(z) + I (DD) + + IF (2) < < OF (1) 


Hid 如 果 m = 0, 即 假设 f(z) 是 在 (—00,00) 上 连续 的 . 注意 到 (1) 中 的 
常数 K 依赖 于 f, mAn RAS, f 和 它 的 前 m 阶 导 数 当 zx 一 co 时 至 少 以 
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Kjee Bm. WA, WR f 具有 衰减 阶 (m,n), 则 它 也 具有 衰减 阶 (m,n), 其 
中 0<m <m 和 0<n <n. 对 所 有 的 m,n > 0, RAR (m,n) 的 函数 称 
为 是 速 减 的 . 显然 , 任意 一 个 在 一 闭 区 间 外 恒 等 于 零 的 Ce。 函数 是 速 减 的 . 下 面 
的 例子 说 明 存 在 不 等 于 零 的 速 减 陋 数 . (m) 


例 1 证 明 e-* 是 速 减 的 . 
解 对 任 一 >0 以 及 任 一 实数 > 关 0, 下 面 的 估计 成 立 : 


因此 , SHER k > 0, e7 衰减 得 比 klel? Etk. e” ”的 mm 阶 导数 具有 形 
式 pm(z)e-* ,其 中 pm(z) 是 一 m 次 多 项 式 . 存在 常数 dm, 使 得 对 |z| > 1, 有 
[Pm(x)| < dm|z|"( 参 看 习题 9). 因此 , WR f(x) = e- 一 , 则 对 |x| > 1, 


Fo + ISE) + -+ £0 (@)| < (do + dile| +--+ + dm|a|™)e~™ 
< (do + +++ +dm)|a|en* < k!(do + -+ + dm)|z|™ 2. 


任 给 (m,n)(m,n > 0), 可 取 k 如 此 大 , 使 得 2k -m > n， 则 上 面 的 不 等 式 
表明 f(z) 具有 衰减 阶 (m,n), 由 此 得 f(z) 是 速 减 的 . 注意 到 导数 (r) = 
pm{(z)e-* 都 是 连续 的 , 正如 所 要 求 的 . 函数 ell 不 是 速 减 的 , 因为 它 的 导数 在 
x = 0 处 不 存在 , 虽然 对 |z| > 1 它 具 有 所 要 求 的 性 质 . 口 

从 微分 方程 的 观点 来 看 ,也许 Fourier 变换 一 个 非常 重要 的 性 质 是 把 求 导 
转化 为 在 下 面 命题 意义 下 的 以 it RAR. 正如 我 们 将 看 到 的 , 某 些 偏 微分 方程 
( 具 常 系数 ) 则 转化 成 更 简单 的 方程 (例如 , 常 微分 方程 ). 


命题 1 令 f(x) 具有 衰减 阶 (1,2)( 即 f 是 Cl 的 , 且 对 |z| > 1 和 某 个 常数 
K > 0,|f(z)| + |f’(x)| < K|z| 悦 ). 则 对 所 有 实数 上 有 


d ) (6) = i£ f0). (2) 


证 明 为 了 证 明 f (6) 存在 , 只 消 证 明 f(z) 是 绝对 可 积 的 (参看 练习 7.1 的 
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习题 10). 我 们 有 
oo 1 
i _ (oleae = / Hajlar+ a: flzjlaz 


< 9 f(z) |de + af Kz-2dr = Í f(z)ldz + 2K < 00. 


同 理 可 证 [f'(z)]^(&) 存在 . 利用 分 部 积分 以 及 事实 lime f(x) = 0, 得 (回忆 
起 dz = Fede, 如 在 第 7.1 节 的 (8)) 


-人 f(a)(—i€)e~**d'ax 


KOROR Te f'(æje- "d'z = & fae- 


zG yi f(a)e**d'x = i€ f(E). o 


推论 1 如 果 f(z) 具有 衰减 阶 (m, 2), 则 对 所 有 的 实数 E, 


[S (x) (€) = i™E™ f(é). 


证 明 由 于 f(z) 具有 衰减 阶 (m,2), 所 以 f'(z) RA EME (m 一 1,2), f(x) 
具有 衰减 阶 (m 一 2,2),…, 以 及 fF") (x) 具有 衰减 阶 (1,2). 特别 , 所 有 这 些 导 
BAA EMG (1,2), 反复 应 用 命题 1, 得 

[EAE = (CFP) ENE) = self" (a) (6) 
= (iFP (INE) = GEPI (1) ^E) 
= (i€)™f(€)- o 


命题 2 假设 f(z) 具有 衰减 阶 (0,3), 即 f(z) 是 连续 的 且 对 K > 0, 有 
|f(x)| < Kl|z|-3, |z| > 1. 则 对 所 有 实数 <, 有 


ite = [zf (a)l*(6). (4) 


证 明 由 于 f(z) RA SEM (0,3), 所 以 f(z)e-*<** 和 它 关 于 E 的 导数 
一 ivf(z)e-*? 是 绝对 可 积 和 连续 的 . 因此 , 由 Leibniz 法 则 (参看 附录 3) 得 


Le =i [ f(x)e~ ed 人 xf (x)e—**d'zx. 口 
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反复 运用 (4) 得 到 以 下 结果 (参看 习题 6). 


推论 2 如果 f(z) 具有 衰减 阶 (0,n 十 2), 则 对 所 有 的 实数 E, 


d” f n A 
i" Er en (§) = le” f (=) (8). 


特别 , 等 式 (5) 的 两 边 存 在 ! 


证 明 假设 f(z) RA EM (m,n + 2). 利用 推论 1 和 推论 2, 我 们 有 (对 
满足 0 < a < m, 0 < 8 <n 的 整数 a M p), 


‘eter Aye) = irene He) = (有 of】 的 


-[ (Eno) etn 


d'z. (6) 


因此 ， 


KP < [|Z ese) 


注意 到 x f(x)) BBX Ke f(r) 的 项 的 和 , 其 中 KEAK, O<a<a<m 
以 及 0 < bg Bn. FH, 对 某 个 常数 C 以 及 |z| <1, 


因此 , (6) 中 的 积分 是 有 限 的 , 且 得 到 对 某 个 适当 的 常数 A, 对 所 有 满足 0 < a < 
m 和 0 <B Sn KI aA B, (AOE < Aee. 特别 , 可 取 a = m, 并 对 
B=0, ,mn 的 这 些 不 等 式 相 加 , 得 到 


CK\z|. CK 


)| < Cio (FD +--+ FCN < rs = Tape 


POHIO + + A MO < Es, 


其 中 B 是 某 个 常数 .还 得 证 明 (AOE 是 连续 的 , 即 , 对 任意 &0, 需 证 明 当 
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E> £o Bt, (AE 一 (f)™ (€0). 为 此 , 写 出 


APO- (AG) < | ~ lal f(a)lle“®* — eo late 


= n —ifx _ 一 内 oz 7 
(ees ee, a Mi 
其 中 R>1 是 正常 数 . 由 于 |f(z)| < Kle", |z| >1, UY R> 18t 
n -iéx _ 一 ioz| 7/ or 一 全 。 = 4K 
= IAEl -etras <2 [ Ka. ad's = A, 


通过 取 R 足够 大 可 使 上 式 任意 小 . 一 旦 R BE, (7) 中 的 第 二 个 积分 通过 取 £ 
充分 靠近 Eo 就 可 任意 小 . 口 


注 记 我 们 已 经 看 到 速 减 函数 e- 227" (a > 0) 的 Fourier 变换 是 ateit? 
它 也 是 速 减 的 . 到 目前 所 有 已 计算 的 其 他 例子 中 , Fe) 不 是 速 减 的 是 由 于 f(z) 
不 可 导 . 一 般 说 来 , P(z) 不 存在 (即使 是 在 一 点 不 存在 ) 表明 f(é) 的 退化 . 例 
如 , 在 第 7.1 节 的 例 3 中 , 我 们 求 得 eel"! 的 Fourier 变换 是 Ser atte, 对 大 
的 E, 它 = V2/rat-?, 虽然 当 |z| 一 oo 时 , 对 任意 整数 n > 0, e-alzl 衰减 得 比 
|z|” RR. e~el 在 zx = 0 处 不 是 C1 的 事实 是 造成 它 的 Fourier 变换 衰减 性 相对 
缓慢 的 原因 . 注意 到 定理 1 粗略 地 表明 f(z) 的 光滑 性 支配 当 |#| 一 00 时 | f(E)| 
趋 于 零 的 速率 , RZ, 当 |z| 一 co 时 f(x) 的 衰减 率 支配 了 fe) 的 光滑 性 . o 


例 2 求 一 个 不 是 速 减 的 函数 f(z) , 但 对 所 有 的 |e] > 1 和 m > 0 满足 
IE) < Kmlt|-™ (BIFE) 具有 衰减 阶 (0,m), 对 所 有 的 m > 0). 


解 定理 1 表明 : 如 果 对 所 有 的 m > 0, f(x) RA ERG (m,2)( 即 f(z) 是 
Cs PR, 它 的 导数 [以 及 它 本 身 ] 当 |z| 一 00 时 都 至 少 衰减 得 与 K|z|-? 一 样 
快 ), 则 对 所 有 的 m > 0, fE 具有 衰减 阶 (0,m). 具有 这 些 性 质 的 一 个 函数 是 
f(x) = (1 十 22)-!, 且 它 也 不 是 速 减 的 . 不 必 去 计算 fE 来 验证 对 所 有 的 m > 0， 
它 具 有 衰减 阶 (0,m), 虽然 在 第 7.3 节 的 例 1 中 的 计算 表明 fle) = Vrei, 
它 确实 具有 衰减 阶 (0, m), 对 所 有 的 m > 0. 口 

Hid 以 下 作为 定理 1 的 补充 的 漂亮 结果 是 属于 Godfrey H. Hardy (1877— 
1947), 20 世纪 最 伟大 的 分 析 家 之 一 . [G. H. Hardy, A theorem concerning Fourier 
transforms, J. London Math. Soc., 8(1933), 227~231.] 
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设 f(z) 定义 在 (-00,00) E. I |z| > Lf(z)| < Kilzl"e-3*” 和 对 


él > 1, [F(€)| < Kaltl"e-i ,其 中 n 是非 负 整 数 , Ki 和 Ks 是 正常 数 . 则 
f(x) = plaje?” , 其 中 p(z) 是 次 数 不 超 过 n 的 多 项 式 . o 


卷 积 以 及 它们 的 Fourier 变换 
常 希 望 求 一 个 函数 h(x), EH Fourier 变换 是 两 个 函数 f(r) 和 g(x) 的 


Fourier 变换 的 乘积 f(€)9(&). 一 般 h(x) 不 会 是 f(z)g(z). 为 了 求 函数 h(x), 来 
做 以 下 计算 , 为 了 使 交换 积分 次 序 (参看 附录 2) 是 正当 的 , 以 及 确保 所 有 出 现 
的 积分 存在 , 假设 f(z) 和 g(x) 具有 衰减 阶 (0,2): 
ie) = fate) = (f seda guedy) 
- T a / i f(z)g(y)e Et drd'y = 人 i / $ f(z — y)gly)je <*d'yd'z 
= / j e <*( T E f(z—y)g(y)d'y)d’z. 
用 z 替换 过 渡 性 的 积分 变量 z, LAR AV F ARAY Fourier 变换 
A(z) = de: f(x —y)o(y)d’y = -5 全 f(x — y)g(y)dy, 
此 为 函数 f(z) 的 平移 f(z - y) 关于 “ 权 ”g(y) HERRN. 


定义 PAR f(z) 与 g(z) 的 卷 积 是 由 以 下 定义 的 函数 fF* 9 


Usgas= f” Fe- vso, 


如 果 对 每 个 z 积分 存在 的 话 (例如 , 如 果 f 有 界 以 及 9 是 绝对 可 积 ). 


因此 上 面 的 计算 表明 ， 如 果 f(x) 和 g(x) 具有 衰减 阶 (0,2), WA Fourier 变换 
FEAE) 的 函数 是 (20)-2(f + g)(z). 事实 上 , 如 果 仅 假设 f 和 g 是 分 段 连续 的 
且 对 某 个 常数 K, 有 |f(z)|, |o(x)| < Kle, 则 上 述 计算 仍然 有 效 . 于 是 有 下 面 
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定理 2( 卷 积 定理 ) 设 f(z) 与 g(z) 是 分 段 连续 的 , AM |z| > 1 有 |f(z)| < 
wer 和 |s(z)| < i. 


TAE 
FOO = zU 9) (€). (9) 


为 了 举例 说 明 该 结果 的 用 处 以 及 激发 将 在 第 7.3 节 引 出 的 反 演 定理 , 我 们 
给 出 下 面 来 自 常 微分 方程 的 简单 例子 . 更 多 涉及 偏 微 的 例子 将 在 第 7.4 节 和 第 . 
7.5 节 给 出 . 


例 3 对 给 定 的 常数 上 和 连续 函数 f(z), 考虑 常 微 
wv + ky = f(z). (10) 
由 形式 上 对 (10) 两 边 取 Fourier 变换 来 求 该 常 微 的 解 . 
解 从 第 1.1 节 得 知 该 问题 的 通 解 是 
y = ete [eb f(t)dt + co, (11) 


其 中 a 和 e 是 任意 常数 .就 该 常 微 而 言 利用 Fourier 变换 技巧 没有 便利 , 但 在 
这 熟悉 的 背景 来 看 这 种 技巧 看 起 来 像 什么 , 是 有 启发 性 的 . 为 了 对 常 微 (10) 的 
两 边 取 Fourier 变换 , 假设 解 y(z) 存在 且 具 衰减 阶 (1,2). 还 假设 fE) 存在 . 对 
(10) 的 两 边 取 Fourier 变换 并 利用 命题 1, 得 

FE) 


€G(E) + kG(E)F(E) 或 00) = EE 


实际 上 , 常常 不 知道 上 述 假设 是 否 成 立 . 因此 , 得 到 下 面 最 终 的 结果 之 后 , 为 了 
确保 它 是 存在 的 并 满足 (10), 就 必须 验证 . 不 管 怎样 , 从 第 7.1 节 例 3 的 解答 可 
见 : 如 果 
oe 0, z <0, 
aS e-kz， g> 0, 
ny : 
ao) = Tare tie)” 
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(只 要 忽略 第 7.1 节 例 3 中 的 第 二 个 积分 ). 因此 , 由 定理 2, 得 
DE) = Vrå lE) f(E) = (0* 人) (E) = (g * f)*6). 


这 要 求 假设 f(z) 是 分 段 连续 的 , HWE |f(z)| < klz|-?, 但 不 管 怎样 , 要 检验 我 
们 的 答案 . 为 了 得 出 y = fx 9g, 我 们 需要 反 演 定理 和 更 多 的 假设 . 然而 , 我 们 已 
经 得 到 推测 性 的 解 


we) =(9* f(e) = I. oz-D1Od= f * eE- f(t)dt 
=e I * č f(t)dt. 


只 要 广 e*tf(t)dt 存在 y(z) 就 存在 .例如 , 如 果 对 某 个 k < k, 对 所 有 的 
t< ae 有 |f(t)| < 常数 . ekt 就 是 这 种 情形 . 则 由 乘积 法 则 , 得 


va = -ke f okt f(t)dt + ee f(z), 


于 是 y(z) = ky(x) = f(x), BI, 在 关于 f(z) 的 适当 的 假设 下 , 推测 性 的 解 是 实 
际 上 的 解 . 更 精确 地 说 , 我 们 已 经 证 明 : 


如 果 f(x) 是 连续 的 , 且 对 某 个 实数 A, fA. ext|f(t)|at 存在 , 则 


I 
ylz) = f e*(=—4) f(t)dt, 一 co < T < 00, 
一 Do 


是 y + ky = f(x) 的 解 . 


显然 (12) 中 的 y(z) 不 是 (10) 的 唯一 解 ; 所 有 其 他 的 解 可 由 加 上 相应 的 齐 次 方 
程 的 解 Ce-*? 得 到 . 这 说 明 这 样 一 个 事实 : 由 Fourier 变换 方法 给 出 的 推测 性 解 
通常 不 是 最 一 般 的 解 . 原因 是 Fourier 变换 方法 预先 假定 解 具有 某 种 衰减 率 . 把 
Ceke 添加 到 y(z) 会 破坏 y(z) 原先 已 具备 的 任 一 衰减 性 质 , 因为 如 果 k> 0， 
则 当 x 一 -oo 时 e~** 一 oo. 然而 , 在 应 用 中 , 往往 需要 在 某 种 意义 下 衰减 的 解 . 
如 果 存 在 这 样 的 解 , Fourier 变换 方法 将 很 可 能 提供 这 些 解 而 不 是 任 一 无 关 的 不 
衰减 的 解 , 例如 , 如 果 f(z) 是 连续 的 且 在 一 有 限 区 间 外 为 零 , W (12) 是 (10) 唯 
一 的 有 界 解 (BI, |y(z)| < 常数 ). 另 一 方面 , 如 果 不 小 心 , WRA (11) 的 话 , 解 
(12) 可 能 会 漏 掉 . 口 
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例 4 4 f(x) 是 定义 在 (—co, 00) 上 的 速 碱 函数 , 令 
FE =2 /yeosttzjdz 
0 


[这 是 f(z) 限制 在 (0,00) LAY “Fourier 余弦 变换 ” (参看 第 7.5 节 ).] 证 明 : 如 果 
F(E) 的 图 像 在 离开 & = 0 任意 远 处 穿 过 £- 轴 , 则 所 有 奇数 阶 导数 O+ CO) 等 
TS. 特别 , WR 


£0) 


(BN, 如 果 f(x) AEM Taylor akka, 则 f(z) 必 是 偶 函 数 . 
解 通过 反复 利用 Green 公式 (或 通过 两 次 分 部 积分 ), 得 


Ero) á f f(z) cos(€x)de 


a a(l- f(a)€ sin(€x) — f'(x) cos(ézx)] 
0 


+ | £"@)cos(¢x)ar) 
=-5f'(0)- af J” (E) cos(6z)dz 


af" (0) - af) - af f(x) cos(€z)dz) 


a al 
5 E EEE jm G [ 12a) coslz)as 
k=O eee dO 


为 了 导出 矛盾 , 假设 fP-Y (0) 是 第 一 个 不 为 零 的 奇数 阶 导数 . 则 上 式 成 为 


VSFGO= GF pene 


' == tie (f ‘2?+D (0 ) 十 + fP+2)(z) cos(€x)dz). 
é€2p+ 0 


由 于 f(z) 是 速 减 的 , 所 以 大 圆 括号 中 的 项 是 E 的 有 界 函 数 . 因此 ， 


dim, [Pro = (-1)Pf??-Y(0) #0. 


然而 , 由 于 假设 当 El GT oo 的 过 程 中 有 无 穷 多 个 € 的 值 使 FE = 0, 所 以 该 
极限 (如 果 存 在 的 话 ) 必 为 零 . 口 
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例 5 + f(z) 是 偶 的 ， 绝 对 可 积 函 数 ， 对 于 z > 0 是 C, HWE 
limz—oo f(z) = limzoo f'(x) = 0. 假设 f'(0+) 存在 且 对 z > 0 有 f(x) > 0( 例 
如 , 一 个 合适 的 选取 是 f(z) = e7). 证 明 f(E) > 0. 

解 由 于 f(z) 是 偶 的 和 绝对 可 积 的 , 所 以 有 


Fle) = jim, f" fayde = 2 jim, J, fo) eos(en)d zs. (13) 
由 Green 公式 , f(z) costtz) < f" (2) 的 事实 以 及 微 积分 基本 定理 , 得 
-em Hajcosttzjdz = Jim A * Z (cos(éz)) f(a)de 
= jim ((-F(e)sin(gz)é = s"(@)eostez)|, + f " f(a) cos(éx)da) 


/ : i n _ f 。 1 / 1 
< POHA Jim. fs" ede = P0) + im (P = FG) 
= f'(0*) — (0+) =0. (14) 


由 (13) 和 (14), 对 上 4 0, A f(é) > 0. 另外 , 由 控制 收敛 定理 的 连续 形式 
(参看 附录 3 中 的 (4)), 得 FO) = lime_,o F(E) > 0. 作为 男 一 种 证 法 , 由 于 对 
z>0A f"(rz) >0 UR lim, f'(xz) = 0, 所 以 对 z>0 有 jz) 和 0. 则 对 
z > 0, f(a) =limpoo /一 f'(t)dt > 0, 由 于 f(z) 是 偶 的 , 所 以 对 所 有 £ 4 0， 
有 f(x) > 0. 于 是 f0) = JP, f(z)d'z > 0. z 

注 记 满足 SO PEE = 1 的 函数 oE) > 0 称 为 概率 密度 . 在 概率 论 中 ， 
函数 f(z) = [pela 称 为 pE) 的 特征 函数 ， 函 数 f(z) 是 一 概率 密度 
的 特征 上 顶 数 的 必要 条 件 是 f(0) = 1. 在 例 5 中 关于 f(z) 的 条 件 连同 f(0) = 1 
确保 f(z) 是 某 个 概率 密度 的 特征 函数 . 由 第 7.3 节 中 的 反 演 定理 , 概率 密度 是 
f(€)/V20. 特别 , f(x) = e-izl 是 Cauchy 概率 密度 二 二 的 特征 函数 . 口 


概要 7.2 


1. 衰减 阶 ， 一 函数 f(x) (—co < x < cc) 称 为 具有 衰减 阶 (m,n), 其 中 m 和 

n 是 非 负 整数 , 如 果 f(z) 是 Cm 且 存 在 常数 K, 使 得 对 所 有 满足 |z| > 1 的 z 
有 

KOELO +--+ | < FL, (81) 


|x|" 
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对 所 有 的 m, n > 0, 具有 衰减 阶 (m,n) 的 函数 称 为 速 减 的 . 定理 1 表明 , 对 任 
意 的 m, n > 0, 如 果 f(z) RA BMH (m,n 十 2), W F(E 具有 衰减 阶 (n,m). 特 
别 , 速 减 的 函数 的 Fourier 变换 也 是 速 减 的 . 


2. Fourier 变换 的 性 质 : f(E) = 高 三 < flz)e-<zdz. 这 里 我 们 列 出 在 该 
节 建 立 的 性 质 并 指出 在 哪里 有 关于 它们 确切 条 件 的 叙述 ，( 对 条 目 E, UB 7.1 
节 的 例 6.) 

(E)E =i E (命题 1) 

B. [f™(x)*(€) =E fE) (推论 1) 

C. iat (£) = FF(z)]^() (命题 2) 

D. ntl ae (6 )=[2"F(x))\(€) (推论 2) 

E. (e- He JNE) = dge? E (a > 0) 

F. f(6a(€) = vals + 9) (€) (定理 2), 
其 中 (f «9)(x) = feof y)g(y)dy 是 f 和 g WR. 更 完全 的 Fourier 变换 
性 质 以 及 特殊 的 Fourier per yaa 5 给 出 . 


> 


练习 7.2 


1. HEAR: 如 果 f(r) 是 在 (—00, 00) 上 绝对 可 积 , 则 
(a) [ettz f(ax)|*(€) = F(E), a, b 是 实数 ,a £0 
(b) [f(242)]*(€) = ae™ flat), a, b 是 实数 ,a £ 0. 
2. 利用 第 7.1 节 例 6 的 结果 和 推论 2 来 求 以 下 每 个 函数 的 Fourier FH: 
(a) f(x) =22e-2™ (b) g(x) =2te42", a>0. 
3. 证 明 : WR f(z) 对 所 有 的 = 有 定义 且 具 有 衰减 阶 (2,4)( 即 f 是 C? 的 且 对 某 个 常数 
K > 0, @ |f(z)| + |f (£) + |f"(@)| < 天 zl 一 lzl > 1), W 


(f(x) — 27 f(x) E) = FE) - PFO. 
4. WEAR: 如 果 f(z) 是 定义 在 (—00,00) 上 , HA ARMM (m,2), m > 1, 则 f(z) RA 
衰减 阶 (m — 1, 2). 


5. 如 果 f(x) (-oo < z < co) RA BMP (m,n), W f(z) 也 具有 衰减 阶 (m',n'), 其 中 
O<m'’<mM0<n' <n. 


6. WEAR: 如 果 f(x) (—oo < z < 00) 具有 衰减 阶 (0,m +2), 则 对 所 有 的 实数 E, 有 
nm d” F re n A 
i went () = [z “jz)] (£). 
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SRA F ARH) Fourier 变换 


ze, MR z>0 
rode 如 果 2 <0. 


. 考虑 正文 中 的 例 3, HP k= -1 和 f(z) = 1. 则 要 解 的 问题 是 很 简单 的 常 微 y (z) 一 


y(z) = 1. 用 Fourier 变换 可 能 求 得 该 常 微 的 解 吗 ? 
提示 参看 等 式 (11) 后 面 的 评注 . 


. 证明: 如 果 pm(z) = ao 十 aiz 十 …: 十 amzm， am 关 0,m >1, 是 mm 次 多 项 式 , 则 对 某 


个 正常 数 dm, 对 |x| > 1# |pm(z)| < dmlz|™. 
(a) HM y” (x) — y(z) = f(x), 证 明 Fourier 变换 和 卷 积 定理 的 形式 运用 得 到 形式 解 
ylz) = —4 S2 e777 f(z)dz. 

提示 由 第 7.1 节 的 例 3, 得 e~l 的 Fourier 变换 是 记 2(1 + €7)7}, 
(b) 通过 记 z 

y(z) = 了 f e¥* f (y)dy + A e™ vf(y)dy) 

以 及 运用 Leibniz 法 则 的 一 般 形式 (参看 附录 3), 证 明 : 如 果 f(z) 是 连续 的 和 绝对 可 
积 的 或 是 有 界 的 , 则 该 形式 解 是 有 效 的 . 


对 以 下 情形 验证 卷 积 定理 : 
er 1, Xi œ 1, 
(a) f(x) = g(r) 一 e 27 (b) f(x) = 9(z) = t a A 1. 
0, 对 |x| > 2, 


提示 (对 (b)). 先 证 明 (/ a tere ea 


S f(x), g(x) 和 h(x) 是 速 减 函数 , 且 a 是 常数 . 证 明 
(a)f *(ag) = (af)*g=a(f*g) (b)f*(g+h)=(f*g)+(f*h) (c)f*g=g*f. 
(a) 在 第 7.1 节 例 6 的 计算 中 , 我 们 得 到 SL ete dz = V237Ja Ma = 2%, 得 
人 ~b2? dr = VT/5. 对 该 公式 关于 5b RẸ n 次 得 到 : 


€ 
= 2n —br? -a Vn(2n)! 
/> ll okey rr 


(b) 证 明 : 对 m = 0, 1,2,…, fm(z) = zme-#*” 是 速 减 函数 . 
(c) 回忆 起 (f,g) = f°. F(a)g(w)da, 证 明 (利用 (a) Xt b = 1 的 结果 ) 


(f, = i 如 果 m+n 是 偶数 ， 


0, 如 果 m+n 是 奇数 ， 


14. 


15. 
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(a) 由 习题 13 的 (c) 部 分 得 知 fo, fi, Jac 不 是 两 两 正 交 的 (例如 , (fo, fo) #0). 求 
常数 c, 使 得 (z? 十 c)e-3*” 跟 fo 和 fr EX. 

(b) S Vi+1 是 所 有 fo, foo, fn 的 线性 组 合 的 集合 . 因为 Vn 是 n+ 1 HES Visi 
的 n 维 子 空间 , 所 以 应 该 确实 存在 一 个 形 如 fn 十 an-1fn-1 十 … 十 aofo 的 函数 , ES 
fo. fis s fn-1 EX (因此 与 Va PRA RREZ). 利用 分 部 积分 证 明 该 函数 为 


1 n ir? d” 一 z2 
kn(x) = (—3)"e8™ a(e™ ). 


计算 ka(z)，kz(z) 和 ka(z). 注意 到 因子 (—3)" 确保 kn(x) 具有 形式 pn(z)e-iz ,其 
中 pn(z) 是 首 一 n 次 多 项 式 ( 即 e” 的 系数 是 壹 ). 

(c) 利用 (b) 部 分 证 明 函 数 kn(z)，n = 0,1,2,--- 是 两 两 正 交 的 .并 证 明 || en|| = 
(fn kn) = 27" nl VT. 

(d) (i) 验证 ky, (x) = rkn(x) — 2kn+i(x)(BD, kn41(x) = 3[2kn(x) — kn (2)]). 

(ii) 还 验证 vk, (x) + ki, (x) = nkn-1(z), n = 0,1,2, --- (FEA Ok_1 (x) = 0). 

提示 对 (i), 证 明 zkn(z) + kh (x) = ph(z)e-47 ,其 中 kn (x) = pn(z)e3” 如 
同 在 (b) 部 分 然后 利用 分 部 积分 证 明 zkn(z) + krls) 与 fm(x), m=0,---,n—-2 
正 交 . 从 (b) 部 分 得 出 zkn(z) + k(x) 与 kn_1(z) 成 比例 . 

(e) 利用 (d) 部 分 的 (i) 以 及 命题 1 和 命题 2, 验证 各 +1(5) = RACE) — kn (E), 于 是 
有 tknt(é) = $k lE) — i” ékn(é)]. 

(f) 因为 由 第 7.1 节 的 例 6, Ko(€) = e2? = ko(E), 且 由 于 函数 列 i?hk,(&) 和 kal) 
满足 相同 的 递 推 公式 [ 见 (d) 和 (e)], 所 以 得 出 kn(€) = ihn (€E) 或 等 价 地 , ken (€) = 
(—i)"kn(€). FP, ko, ka, ks,- 与 它们 的 Fourier 变换 相等 . 用 线性 代数 的 术语 来 
说 ,Hermite 函数 是 Fourier 变换 具 特 征 值 1,i, 一 1, 一 i,.…. 的 特征 向 量 . 

注 记 ”函数 ka(r) 与 Hermite 函 数 成 比例 , 而 pn(z) 与 Hermite 特 征 多 项 式 成 
比例 . 这 些 函数 出 现在 量子 力学 调和 振 功 子 的 研究 中 , 在 第 8.5 节 将 来 研究 它们 (也 可 
参看 下 面 的 习题 16). 由 下 一 个 习题 和 反 演 定理 (参看 第 7.3 节 ) 得 到 : 在 没有 非 零 的 
衰减 阶 为 (0,2) 的 函数 与 所 有 Hermite 函数 正 交 的 意义 下 , Hermite 函数 所 成 由 衰减 
阶 为 (0,2) 的 函数 所 成 的 空间 中 的 一 个 完全 正 交 函数 族 . 


设 f(x) ERMA (0,2) 的 函数 , h(x) = e-3*”. 证 明 下 面 计算 的 正当 性 , 并 利用 卷 积 
定理 推断 : 如 果 f(z) 与 所 有 形 如 z"e-#* ”的 函数 (或 等 价 地 , kn (x)) EZ, 则 ÎE) = 0. 


= 一 ce \n=0 


m 


oo 


=e 3 (4 局 iye i dy) : 


n=0 
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提示 ”为 了 证 明 求 和 与 积分 可 交换 次 序 , 只 要 (参看 附录 3 中 的 控制 收敛 定理 ) 找 


isu) 六 oj < gly) 


n=0 


和 ey <œ. 由 于 |f(y)| < M, 故 


=" y ev <M y” -4v ? a Meit, 


n=0 


对 每 个 固定 的 r, 它 关 于 y 的 积分 是 有 限 的 (为 什么 ?). 
S 是 由 以 下 定义 的 微分 算 子 
[Bl(z) = 5(-F"(z) + 2°F(@)). 

在 量子 力学 中 (参看 第 8.5 Vi), H 本 质 上 是 调和 振荡 子 的 能 量 算 子 . H 的 特征 值 是 那 
些 使 得 Schrodinger 方程 Hf = Af 对 某 个 非 零 函数 f( 称 为 H 的 特征 函数 , 参看 第 4.4 
节 ) 成 立 的 常数 A. 
(a) 从 H 的 特殊 形式 验证 : 对 任意 速 减 函数 f, 有 [H]NE = (FE) + PFO) = 
[A(f)|(€). 推断 如 果 f FEW 的 特征 函数 , 则 f 也 是 H 的 具 相 同 特征 值 的 特征 函数 . 
(b) 验证 习题 14(b) 中 定义 的 函数 k(x) 是 H 的 特征 值 为 n+ i 的 特征 函数 .( 以 适当 
的 单位 下 , 这 些 特征 值 表示 量子 力学 振荡 子 的 能 级 ). 

提示 先 证 明 对 任意 C? 函数 f(x), 有 

SOFE) + afa) = -E+E +o @)) + ZF). 

考虑 f(z) = kn (x), 并 利用 习题 14 的 (d) 部 分 的 (i) 和 (ii). 
(c) 验证 对 任意 形 如 qn(x)e~4*", H[qn(z)e?2* |] 是 相同 形式 的 其 他 函数 , 其 中 gn (z) 
是 次 数 为 n 的 多 项 式 . 

注 记 从 (c) 部 分 的 结论 , 也 许可 猜测 Hermite 函数 kn(z) 是 H 的 特征 函数 ( 参 
看 习题 14(f)). 的 确 , 对 熟悉 线性 代数 的 读者 来 说 , H 是 习题 14(b) 中 的 Vapi 上 的 对 
称 算 子 (由 Green 公式 ), E H 保持 Vn 不 变 . 由 此 得 到 Vae 中 的 任意 向 量 与 VW 正 
交 . (比如 , kn(z) 经 H 必 映 到 自身 的 一 个 非 零 常数 倍 (B, kn(z) 必 是 H 的 特征 函数 ). 
令 

H(z) = a p y 一 一 一 6 E e). 

注意 到 H, (2) pls 14(b) 中 的 多 项 式 T 的 非 零 常数 倍 , 即 H, (rc) 与 一 个 Hermite 
多 项 式 成 比例 . 令 z 是 另 一 个 变量 并 令 D 表示 算 子 L. 
(a) 证 明 


oo z? 
》 Hn(z)z" = e7 S D” e- De do z)” en ee 一 (z 一 z)2 = e2tt— 27 


n=0 n=0 


18. 
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(b) 由 以 下 定义 w(z,t,z) 和 Kn(z,t): 


u(z,t,z) = e2zz+tz” 一 D Kn(z, t)z”. 
n=0 

证 明 Kn (2, t) 满足 热 方程 w = free. 

提示 “对 每 个 z, 函数 u(x,t, z) = et” 满足 该 热 方 程 . 对 v = lore 两 边关 
于 z 求 导 n 次 , IRE z= 0 HAR. 

注 记 注意 到 Kn(z, 一 1) = A,(z), 而 Kn(z,0) = 2"2"/n!. 因此 , 很 奇妙 地 , 后 
退 一 个 时 间 单 位 单项 式 转化 成 Hermite 多 项 式 . 
(Poisson 求 和 公式 ). > f(x) 是 任 一 分 段 连续 的 函数 , 对 每 个 ?1， 一 oo < z < 00, HE 
X, 使 得 和 F(x) = Eo f(a + 2kL) 收敛 (绝对 收敛 ) 到 一 连续 和 分 段 C1 的 函数 
F(x). 假设 这 种 收敛 关于 -L < r < L 是 一 致 的 . 
(a) 证 明 F(z) 是 周期 为 2L 的 周期 函数 , AREA Fourier 级 数 相等 . 
(b) Æ F(x) 的 复 Fourier 级 数 中 令 x = 0, 得 到 Poisson RAAR: 


> FKL) =FO)= So om = 2: pZ (+) 


k=—o0 1 一 一 co 
特别 关注 最 后 的 等 式 . 
(c) 证 明 : 如 果 f(z) 具有 套 减 阶 (1,2)( 即 f(z) 是 C! 的 , 且 对 某 个 K, 对 所 有 的 
Iz| > 1,， 有 |f(z)| + |f (£)| < Klz|-?), 则 关于 f(z) 的 假设 都 满足 . 
由 形式 运用 习题 18 的 公式 (*), 来 求 以 下 无 穷 级 数 的 简单 表达 式 : 


(a) ster sinter) (b) rmi (1em)? (c) Sa nt (a # 0). 
(a) 通过 在 习题 18 的 (*) 中 取 f(z) = (4rt)- 二 e- 一 /4, t> 0, 证 明 
-L? 2/t _ entm?n?/ 2 
Tai Èe j 2L D i w 


著名 的 Jacobi theta 函 数 是 由 9(t) = 72 _ e77"! 定义 . 由 在 (x) PRL = Va 
来 验证 0(4) = Vt9(t). 
(b) 令 


w(t) = = ie ee 一 mm2e4 


人 三 一 Co 


利用 (a) 部 分 的 结果 证 明 重 要 的 事实 : w(t) 是 上 的 偶 函 数 . 
注 记 4 O(t) =w"(t)—w(t). 则 由 (b) 部 分 , O(t) 也 是 偶 函 数 . 数学 中 最 著名 的 
公开 问题 之 一 是 所 谓 的 Reimann 假 设 , 它 等 价 于 断言 : P(t) 的 Fourier 余弦 变换 , 即 


F(z) = fr ®(t) cos(zt)dt， 
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只 有 实 零点 . 著名 德国 数学 家 Georg Friedrich Bernhard Riemann(1826—1866) 
1859 年 在 他 的 8 页 划时代 的 题 为 Uber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebe- 
nen_Grbsse(“ 关 于 小 于 一 给 定数 值 的 素数 的 个 数 ") 论文 中 叙述 了 该 猜测 (也 可 参看 
[H.M.Edwards, 1974], [G.Pélya, 1974]). 
21. (a) 利用 Fubini 定理 (参看 附录 2) 证 明 两 个 绝对 可 积 的 函数 f(z) 和 9(z) 的 卷 积 
(f* 9g)(z) 也 是 绝对 可 积 的 , 即 


/ ” IU * g)(a)\de < Í K f ~ [fle — y)oly)idydz < oo. 


(b) 由 (a) 部 分 以 及 卷 积 定理 推断 : 两 个 绝对 可 积 函 数 的 Fourier 变换 的 乘积 也 是 一 个 
绝对 可 积 函 数 的 Fourier 变换 . 可 以 利用 事实 : 卷 积 定理 对 任意 两 个 绝对 可 积 函数 成 立 . 
(c) 由 (b) 部 分 推断 : 如 果 p(z) 是 满足 p(0) = 0 的 任意 多 项 式 , 则 p(F(6)) 是 一 绝对 
可 积 的 函数 Fourier 变换 , 只 要 f(r) 是 绝对 可 积 的 . 
(d) 为 什么 在 (c) 部 分 中 条 件 p(0) = 0 是 必要 的 ? 

提示 “对 任意 绝对 可 积 函 数 A(x), 由 第 7.1 节 的 习题 10(c), 有 


im, |h(E)| = 0. 


§7.3 反 演 定理 和 Parseval 等 式 


既 在 应 用 中 (参看 在 第 7.1 节 前 的 注 记 ) 也 在 纯 数学 中 的 Fourier 变换 的 一 
个 基本 性 质 是 : 对 f 和 9 较 弱 的 假设 下 , 如 果 fE) = 5(6), 则 f(x) = g(z). MA 
之 , 我 们 可 由 f(x) 的 Fourier 变换 f(E) 来 重新 获得 适当 的 函数 f(z). 在 本 章 的 
末尾 (补充 ) 我 们 证 明 : 


反 演 定理 设 f(z) 是 分 段 C1 函数 ( 即 f(z) 和 fa) 在 任意 有 限 区 间 内 分 
段 连续 的 ), 使 得 f°. |f(ax)|da < o. is Seg A 


+ 
f(x + ie) -zf f (€)e** dé. (1) 


特别 , 如 果 还 假设 f(z) 是 连续 的 , 则 f(z) 通过 反 演 公式 (1) 由 f(é) 确定 . 
(1) 的 右边 看 起 来 很 像 f(E) 的 Fourier 变换 , 只 是 在 ite 前 没有 负 号 . 由 于 该 积 
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分 实质 上 还 原 成 f(z), 所 以 右边 是 fE) Hi Fourier 变换 . 更 精确 地 , 有 


定义 ”函数 gE) 的 逆 Fourier 变换 g(x) 由 以 下 定义 


0° : R . 
ila) = fae eae = jim f eede 


极限 存在 , 其 中 d'E = Fel. 


对 一 个 连续 的 分 段 C1 函数 f(x), A f°. |jf(z)ldz < 00, 反 演 定理 简单 表明 
[FE] (£) = f(a). 

注 记 一 个 绝对 可 积 函数 的 Fourier 变换 不 必 是 绝对 可 积 的 . 的 确 , 由 第 7.1 
节 的 例 4 (L = 1) 得 知 , 下 面 的 绝对 可 积 函 数 


_ Jj1， 如 果 |z| <1, 
ro=fy 如 果 |z| > 1 
的 Fourier 变换 是 f(E) = 2928. 可 证 (参看 习题 4) fE) 不 是 绝对 可 积 的 . 由 
于 这 个 缘故 , 反 演 定理 中 的 积分 (1) 是 视 为 Cauchy 主 值 的 , 即 
co R 
F i€x y =a F i€x 
J foetae = im 0 ee | Awe ae. o 


例 1 计算 g(f) == THE -zz (a > 0) AY Fourier 变换 . 
解 如 果 要 直接 计算 , 那 就 需要 计算 积分 


oo ifr 
G(x) = T. ara’ 6 
虽然 利用 复 围 线 积 分 计算 它 不 难 , 但 我 们 利用 反 演 定理 来 进行 间接 计算 . 由 第 
7.1 节 的 例 3 得 知 Fourier 变换 是 g(€) 的 函数 为 g(z) = re olal. 因此 , 由 反 


演 定理 立刻 得 到 
Sie / V2T _alz 
I. ayers = G(x) = 2a +L emele, 口 (2) 


注 记 假设 在 (2) 中 作 变 量变 换 £ 一 z A r e. 则 


二 二 / 
z 2a (2') 
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因此 , 我 们 也 求 出 ss 的 Fourier 变换 ! 相同 的 论证 表明 , 一 般 有 9(€) = 9(—€). 
的 确 , 我 们 有 


ae) = f sodes | gajde = e). (3) 
换言之 , 一 个 函数 的 Fourier FRM ARIEP AKRAM Fourier 变换 的 图 像 
在 垂直 坐标 轴 上 的 反射 . 对 适当 的 函数 f, 令 9 = f, 根据 反 演 定理 , 由 (3) 得 到 
(ANE) = (AYE) = F(—€) (BR, 对 一 个 函数 施行 两 次 Fourier 变换 具有 反射 该 
函数 的 图 像 的 效果 ). 施行 四 次 Fourier 变换 将 重新 回 到 原 函 数 ( 即 FY” = f; 
为 什么 ?). 口 


Fourier 变换 与 复 Fourier 级 数 的 关系 


反 演 公式 与 Fourier 级 数 的 收敛 结果 (参看 第 4.2 节 ) AR. 的 确 , 当 f(z) 
是 C? 且 在 一 个 有 限 区 间 之 外 为 零 时 , 可 用 复 Fourier 级 数 来 证 明 反 演 公式 (1). 
为 此 , 令 fz(z) 是 限制 在 区 间 [-L, 可 上 的 函数 . 对 任意 数 zo, BL 如 此 大 ， 
使 得 -L < zo < L, AM |z| > L, f(z) = 0. 由 第 4.2 WEM 2 的 复 Fourier 级 
数 形式 , 得 


L 


由 于 在 [-L, L] Af = fr 以 及 在 [-L, L] 之 外 f =0, MA 


1 fh i 2r f” i f 
cm = oF a f(x)e~™™*/" da = a jf(z)e-imrz/rdz = VOR 9), (4) 
因此 ， 


f(a) = 》， WOE f(T eins o L FC emo. 2.66) 


因为 (5) 的 最 左 端 是 与 工 无 关 的 常数 , 故 最 右 端 的 和 也 必 是 与 L 无 关 . 然而 , 该 
和 是 以 下 积分 的 Riemann 和 
{fea (6) 


其 中 划分 的 区 间 具 有 长 度 Ag = n/L. 在 f 是 C2 的 假设 之 下 , 由 第 7.2 节 的 定 
理 1 得 知 fE 是 连续 的 (的 确 , 是 Cee 的 ) Ax lel > 1 有 FO] < cle. 因 
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此 , (6) FEH Riemann 和 (5) “4 L 趋 于 无 穷 时 ( 即 , 当 Ae 一 0 时 ) 趋 于 (6). 然 
而 , 我 们 已 注意 到 (5) 中 的 和 与 工 EX, 因此 每 个 和 必 等 于 (6). 于 是 当世 一 oo 
时 , (5) 变 成 : 

feo) = f Feede 


且 它 对 所 有 的 zo 成 立 , 只 要 f(z) 是 在 一 有 限 区 间 之 外 为 零 的 C2 函数 . 为 了 得 
到 更 一 般 的 反 演 定理 , 我 们 需要 一 个 不 同 的 论证 (参看 本 章 末 尾 的 补充 ). 然而， 
由 于 我 们 将 只 利用 反 演 定理 来 得 到 偏 微 的 假设 性 解 ( 它 将 被 个 别 验证 ), 所 以 对 
这 种 一 般 性 就 没有 很 大 的 必要 . 

也 可 能 利用 复 Fourier 级 数 的 Parseval 等 式 来 得 到 在 一 有 限 区 间 之 外 为 零 
的 C1 少数 f(x) 和 g(z)( 参 看 习题 12) 的 Parseval ER (参看 下 面 的 (7)). 而 我 
们 将 利用 反 演 定理 来 证 明 以 下 Parseval 等 式 更 一 般 的 形式 : 


Parseval $x ”如果 f(x), fE Al g(x) 在 (-oo0,o00) 上 是 绝对 可 积 的 , H 
f(x) Æ (—00, 00) 上 是 分 段 Cl 的, 则 


上 rora S Now. (7) 


证 明 在 下 面 的 计算 中 , 为 了 对 f(z) 运用 反 演 定理 以 及 为 了 交换 积分 次 序 
(参看 附录 2) 是 正当 的 , 我 们 利用 了 假设 条 件 ， 


/AoE = f (S Joet) (mice) 
s J i / E f(@)g(a)e'**d' Ede 
= if . / : f(é)g(w)e'*d'ade (附录 2) 
= J Hof? svat = [7 KoT. 


注意 到 在 第 一 个 等 式 的 右边 的 逆 变 换 在 每 个 有 限 区 间 中 可 以 有 有 限 多 个 点 不 同 
于 f(x), 但 这 不 影响 该 积分 的 值 . 口 

注 记 Aig = f 时 , 由 Parseval 等 式 得 到 : 对 任意 速 减 函数 f, 有 fl| = If, 
其 中 IA = (SE I(E) dr. 这 意味 着 Fourier 变换 是 由 速 减 函数 组 成 的 向 量 
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空间 的 一 个 “旋转 >， 因为 函数 的 长 度 保持 不 变 . 该 事实 可 用 于 把 Fourier 变换 
的 概念 延 拓 到 更 一 般 的 函数 类 上 去 (例如 , || fl] < oo 的 平方 可 积 函 数 , 但 可 以 
不 是 绝对 可 积 的 , 比如 z/(1 + z?)).， 在 通常 的 空间 中 , 一 个 不 改变 任意 点 到 原 
点 距离 的 线性 变换 必 是 可 能 由 反射 产生 的 一 个 旋转 ， 在 由 速 减 函数 组 成 的 无 
穷 维 空间 中 , 我 们 已 证 明 (参看 第 7.2 节 的 习题 14) 存在 正 交 Hermite 函数 族 
ko(x), ki(x), ko(x),-++, 满足 kin (€) = (~i) kn (E) (E, kn 在 复 平面 经 旋转 —n- 2 
的 值 ). 


附加 例子 
例 2 3R h(x) = 2"e~ 3, n=0,1,2,--- 的 Fourier 变换 . 
解 ”利用 定义 


口 


je) = [x ™ reit 9 ied 
直接 计算 Ae) 并 非 易 事 . 可 以 对 e- 36° = f- © e~it eitrd’y 关于 ERF nK 
来 得 到 想 要 的 结果 . 而 我 们 的 技巧 是 利用 关系 AE) = h(-€)(BF (3)). 换言之 ， 
来 计算 AE) = Ere iE AWE h(z), 然后 用 -E 替换 A(x) 中 的 x 得 到 Ale) 
(参看 (3)). 为 计算 A(z), 对 f(z) = eit ARAR EAE) = iae) 
(参看 第 7.2 节 的 推论 1), 结果 有 fE) = e728. 由 反 演 定理 , 得 
A(x) = le OM (2) = PUOI) = 7 F(a) =" ete’), 

因此 ， 

Ah(6) = h(-€) = mm E ee) = rE ee) = i"pn(Eje72*", 
其 中 palé) 是 次 数 为 n 的 多 项 式 . RIJA po(€) = 1, pi(€) = —E, po(€) = €? - 1, 
用 归纳 法 计算 , 一 般 地 有 : payl) = -Ep (E) 十 E). 口 

例 3 利用 Parseval 等 式 和 (2) 计算 I= f°. pryde. 

解 令 g(x) = 3(z? 十 1)-!. 由 Parseval 等 式 和 第 7.2 节 的 命题 1, 得 


pa ia lo! («) Pdr = l- I(g) ofa- 2 €7|g(€)2ae = ho né%e Pll dg 
=e F eae = ste + 人 ge-*a) 
0 


一 工 (_ 工 -2 -2 ie 
(—5€e afe K=p m) 


4 
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例 4 根据 形式 计算 , 以 AO 和 (月 '(6) 表示 
hm= 人 (fess)as 


的 Fourier 变换 . 曾 述 在 什么 条 件 下 这 些 计算 是 有 效 的 . 
解 令 g(x) =zf(z). 则 h(z) = (g * f'(x), 然后 由 卷 积 定理 , 得 
ACE) = (g * FONE) = V2rd(e) (ENNE). 
现 由 第 7.2 节 的 命题 1 和 命题 2, 得 


a6) = iL 和 [ENE = itf(e), 


由 此 得 


Nle) ox _ /are df 
ACE) = —V2n€ f(E) ae (6): 


命题 1 和 命题 2 分 别 要 求 f(z) ARM (1,2) 和 (0,3), 因此 , 如 果 f(x) 
是 具 衰减 阶 (1,3) 的 话 , 两 个 命题 都 能 运用 . 然后 zf(z) 和 f'(z) 还 要 满足 定理 
2( 卷 积 定理 ) 中 的 条 件 . TE, 这 只 要 取 f(c) 具有 衰减 阶 (1, 3). 口 

卷 积 定理 和 反 演 定理 可 用 来 解 某 些 积 分 方程 , 如 下 例 所 示 . 

例 5 解 以 下 积分 方程 中 的 g(z) 

1 
| ee ts (a>b>0). (8) 
可 假设 [°° leg(z)jlaz < co 以 及 9 Æ C! 的 . 


解 如 果 令 f(x) = hyp, 则 (8) 成 为 (f * gj(z) = whan. FE, 由 卷 积 定 
理 , 得 


V2rf(€)9(€) = (ata) (€). (9) 
现 出 例 1, 有 x 


利用 (10)( 以 5 替换 a) 求 出 F(E), (9) 成 为 9(&) = sage CS, 再 运用 (10)( 以 
a 一 b 替换 a) 以 及 利用 反 演 定理 , 得 到 
b(a — b) 


g(x) = an(a? +(a—b)) 
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Fourier 变换 与 Laplace 变换 之 间 的 关系 
设 f(t) 是 对 t <0 为 零 的 函数 . 则 


nfl) = -igt 4 一 as -itt dt. 
V2r f(E) / 8 f(t)e~**at f f (t)e~** dt 
虽然 前 面 总 把 € 看 作 实数 , MRS € = -is, WA 
Vanf(—is) = [ee gna (11) 
0 

(11) 的 右 端 称 为 f(t) 的 Laplace ih, 记 作 

L f(s) T = V2r f(—is). (12) 

0 


因此 , (12) 表明 f 的 Laplace 变换 在 s 处 实质 上 是 f 的 Fourier 变换 在 —is 处 的 
值 . 公式 (12) 说 明 这 些 变换 具有 许多 共有 性 质 . (12) 中 的 衰减 因子 est(s > 0) 
使 得 对 当 + 一 oo 时 不 必 是 衰减 的 广泛 的 函数 类 可 施行 Laplace 变换 . 的 确 , 如 
果 | f(t)| < Ket, a 和 K 为 某 常数 ,Laplace 变换 将 对 充分 大 的 s 有 定义 . A 
此 , 可 大 胆 地 应 用 Laplace 变换 技巧 来 解 常 系数 常 微 方程 组 , 内 为 已 经 知道 这 些 
解 最 多 是 以 指数 增长 . 而 且 , 对 这 种 方程 组 的 初 值 问 题 可 转换 成 令 人 满意 的 代 
数 问 题 . 然而 , 对 那些 当 < 0 时 不 恒 为 零 的 函数 ，Laplace 变换 不 理会 < 0 

t) 的 值 (为 什么 ?), 于 是 这 种 函数 一 般 不 能 从 它们 的 Laplace 变换 完全 复 
E. AE, 尽管 有 苛刻 的 衰减 要 求 ， 当 希望 对 不 限制 变量 的 函数 做 变换 时 ( 例 
如 , f(x), —oo < x < œœ), Fourier 变换 通常 比 Laplace 变换 更 可 取 . 


概要 7.3 


1. RB: 设 f(z) 是 分 段 C1 函数 ( 即 , f(z) 和 f(c) 在 任意 有 限 区 间 是 
分 段 连续 的 ), HA /|f(z)ldr < ce. 则 对 所 有 实数 2, 有 


Fat) + f7) _ 
2 


反 演 定理 的 让 上 骨 在 本 章 末 尾 的 补充 中 , 但 在 本 节 , 当 f(x) 是 C2 的 且 在 一 个 有 
限 区 间 之 外 为 零 的 情形 证 明了 反 演 定理 , 此 结果 可 通过 利用 Fourier 级 数 的 收敛 
定理 (第 4.2 节 的 定理 2) 来 证 明 . 


zI ~ Heera. (S1) 
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2. i Fourier 变换 : ”函数 g(€) 的 逆 Fourier 变换 是 
oo R y 
da= 人 seede= jim f geeta, 


只 要 该 极限 存在 , 其 中 de = Fae. URBAN, 对 适当 的 函数 f(z)( 即 , 
连续 的 , 分 段 C1 的 , 以 及 绝对 可 积 的 ), 我 们 有 (f(e) = f(z)， 一 个 函数 的 
Fourier 变换 的 图 像 是 该 函数 道 Fourier 变换 的 图 像 在 垂直 的 坐标 轴 上 的 反射 
(ED, (E) = g(—€)). 特别 , 对 适当 的 函数 f(z), 满足 g = 记得 到 ANE) = F(-8). 
这 使 得 是 某 个 适当 函数 的 Fourier 变换 的 函数 的 Fourier 变换 的 计算 变 得 容易 
(参看 例 1) 另外 , 对 适当 的 函数 f, A JM = 7. 


3. Parseval 等 式 : 如 果 f(x), f(€) 和 g(x) 在 (—00, 00) 上 是 绝对 可 积 的 ， 
H f(z) 在 (—00, 00) 上 是 分 段 C1 的 . 则 


f tene f ” Fea ME. (s2) 


4. 积分 方程 : 卷 积 定 理 和 反 演 定理 可 用 来 解 某 种 积分 方程 (参看 例 5). 
5. Laplace 变换 : f(t) 的 Laplace 变换 由 以 下 定义 
一 机 —st 
L f(s) =f e * f(t)dt. 


因此 , 如 果 f(t) = 0, ¢ <0, ML f(s) = V2rf(-is). 


练习 7.3 


1. OR FA + PRAM Fourier BH: 
(a) gE) = ei a >0 (b) of) =i (©) (6) = a. 
提示 复习 第 7.1 节 的 例子 . 
2. 证 明 : 两 个 速 减 函 数 (参看 第 7.2 节 ) 的 卷 积 是 速 减 函数 . 
3. it ”是 一 个 止 整数 , 令 h(x) = fh (2 一 s)"f(z — 8) f'(s)ds. 用 形式 计算 以 f(E) 和 
(A (E) 来 表示 h(x) 的 Fourier 变换 . 
提示 参看 例 4. 
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sing 如 果 I fx 0 e 7 R 
令 flz)= 4 = . 证 dz ; 
O 全。 EE) EM anf TE 
提示 MR nr < a< (n+ ix, (n=1,2,---), M2 > oye, 所 以 


(nm 十 1)r (mn 十 1)r 2 
f : Í | sin zldz = 
nn nn 


> (n+ 1)n (n+ 1)r 
5. 利用 基本 公式 Ag ze "dz = str (n = 0, 1, 2, ves S Re(a) > 0) RF Fy RBH 
Fourier 变换 
(a) falz) = [3(x + |z|) e7, n=0,1,2,--- 
(b) An(x) = [3 (x + |z|)]" sinze~*, n =0,1,2,--- 
提示 ”对 (b) 部 分 , 利用 公式 2isin r = e — e~**. 
6. (a) EEIE fe 2°) g(y)dy = e397", HP O< a <b. 
(b) 4 a > b 时 为 什么 会 存在 不 绝对 可 积 的 , 分 段 连 续 的 函数 满足 该 方程 ? 
提示 ”参看 第 7.1 节 的 习题 10. 


7. 利用 Parseval 等 式 计算 下 面 定 积分 的 值 , 其 中 a, b> 0: 
(b) SL mpe) ‘de 


sin Z 
了 


(0) J, ript 
(©) fr, satten de (4) f° freee. 

注 记 ”如 我 们 已 经 表述 过 的 , 注意 到 Parseval 等 式 不 可 用 于 (b) 部 分 (为 什么 ?)， 
即使 由 此 得 出 正确 结果 . 通过 利用 (在 zx = 0 ) 结果 (f* g)(z) = fe f(é)a(é)e*** 
dg, 当 f(x) 和 g(x) 是 分 段 连续 和 绝对 可 积 (这 样 可 以 应 用 第 7.2 节 的 卷 积 定理 ) 以 及 
当 (f *9)(x) 是 连续 的 , 分 段 C! 和 绝对 可 积 时 (为 了 反 演 定理 ) 该 结果 是 有 效 的 , 来 党 
试 严 格 证 明 (b) 部 分 . 


u(x,t) = zL (e AE sae etA, s)ds) edt, Hk >0. 


ay, 8) en (9—2)? /4k(t—s) 
mores J5 I Ti Jena ” ds)dy, 
为 了 允许 交换 积分 次 序 , 假设 g(y, s) 是 足够 好 (例如 , 是 有 界 和 连续 的 ). 
9. 求 满足 以 下 积分 方程 的 函数 f(x) 


证 明 


1 


f(a) + 人 fe-Heta = hs. (+) 


提示 令 g(t) =e ', t > 0, 且 在 其 他 处 等 于 0， 注 意 到 (*) 中 的 积分 是 卷 积 
(f * g)(x). 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 
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计算 下 面积 分 的 值 
f(z) = if ede. 


提示 “利用 反 演 定理 和 第 7.1 节 的 习题 3. 
由 考虑 以 exz 替换 sin(x) 产生 的 结果 来 计算 下 面积 分 的 值 


f(x) = -元 f ~ geinfgzje t ag. 
T Joo 


在 f(x) Æ (—00,00) 上 是 C1 的 , 且 在 某 个 有 限 区 间 , 比如 [-L, L] 之 外 等 于 0 的 情 
形 下 , 证 明 从 关于 Fourier 级 数 复 形 式 的 Parseval 等 式 (参看 第 7.1 节 ) 可 得 Parseval 
等 式 SS ly(z)2az = [2 IFE) PaE. 

提示 ”如同 在 Fourier 级 数 推导 反 演 定理 过 程 中 所 做 的 ,用 f(x) 的 Fourier 变换 
写 出 f(x) 在 [-L, L] 上 的 复 Fourier 系数 . 然后 对 复 Fourier 级 数 应 用 Parseval 等 式 ， 
再 由 上 一 oo 取 极 限 , 从 Riemann 和 得 到 积分 (参看 (4),(5) 和 (6)). 
假设 f(z) 是 绝对 可 积 和 分 段 C1 的 , 且 对 某 个 复 常数 a, 有 fE) = af (€). 证 明 a 必 
为 1, i, -1 或 -i. 再 证 明 如 果 a = 士 1,f(z) 是 偶 的 , 而 如 果 a = +i, W f(x) 是 奇 的 . 
注意 到 有 许多 这 种 函数 的 例子 (参看 第 7.2 节 习 题 14 中 的 Hermite 函数 ). 

提示 首先 注意 到 a4 = 1( 为 什么 ?). 


对 实数 z 关 m, 定义 un(z) = EEE- n = 0,41,42,--- 以 及 wn(n) =1. > 


f(s) = { a 
. 0, 其 他 点 . 


(a) 利用 第 7.1 节 的 例 4 证 明 fa(€) = wn (ê). 
(b) 由 形式 应 用 Parseval 等 式 , 或 严格 地 由 利用 卷 积 定理 (参看 习题 7(b) 后 面 的 注 记 ) 
来 证 明 S9 wn (E)wm(E)dE = f MP 因此 , wa (E) HIRR (—00,00) 上 范 数 平方 
为 1 的 正 交 族 . 
(c) 假设 对 某 些 复 常数 cn (N <n < N)®, g(z) = 工人 _w cnfn(z). 不 用 Parseval 
等 式 证 明 S9 lg) dr = Ey lenl? = f°, IAEE. 
(d) g(x) 如 同 (c) 部 分 ,证明 g(t) = f°, (E) EED ag. 

注 记 形 如 


H= 》 caval), HH >> loP <o, 


n=—co n=—co 


》 


中 原文 误 为 -N <n<N. 一 - 译 者 
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的 函数 称 为 Paley-VWiener 函 数 , 级 数 称 为 函数 9(&) 的 基 级 数 . 这 种 级 数 在 狭窄 波段 
信号 的 Whittaker-Shannon 采样 理论 中 起 了 主要 作用 (参看 [J.R.Higgins, Five short 
stories about the cardinal series, Bull.Amer.Math.Soc.(New Series)12 (1985), 45- 
89]). (d) 部 分 的 结果 表明 

sin(r(z — t)) 
a n(x — t) 


是 Paley-Wiener 函数 类 的 再 生 核 . 


87.4 偏 微 的 Fourier 变换 方法 


在 本 节 我 们 利用 Fourier 变换 方法 来 导出 在 某 种 无 界 区 域 上 偏 微 边 值 问题 
的 假定 性 解 . 由 于 对 这 些 假 定性 解 总 要 进行 个 别 验 证 它们 是 事实 上 的 解 , 所 以 
没有 绝对 必要 来 证 明 在 推导 假定 性 解 中 的 每 一 步 的 正当 性 .而且 , 证 明 Fourier 
变换 方法 在 推导 这 些 假 定性 解 中 的 正当 性 的 任何 尝试 注定 是 失败 的 , 因为 这 些 
方法 预先 假设 解 不 仅 存 在 (本 身 就 是 一 个 无 根据 的 假设 ), 而 且 还 假设 解 衰减 得 
足够 快 以 至 于 它 的 Fourier BFE. Fourier 变换 仅仅 向 我 们 提供 了 一 个 假定 
性 的 解 (需要 用 其 他 手段 验证 ), 不 用 这 些 方法 或 许 无 法 猜 出 这 个 解 (参看 第 7.2 
节 的 例 3). 


无 限 杆 的 热 问题 
这 里 我 们 将 证 明 : 如 果 f(z) 是 连续 的 , 或 是 绝对 可 积 ( 即 ， 太 .|f(z)ldz < 


oo), 或 是 有 界 的 (BI, 对 所 有 的 x, 有 |f(z)| < M), 则 下 面 初 值 问题 有 解 u(x,t), 
它 在 整个 闭 半 平 面 上 > 0, -co < z < oo 上 连续 , 且 对 上 t>10 Æ D.E. 的 Coee 解 . 


D.E. ut = kurs, —OO < T< 00; 


I.C. u(x,0)= f(z). 
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该 解 由 以 下 公式 给 出 


1 


u(x,t) = Tink 


co 
k en 2 -wP/AK f(y)dy, t>0 
一 oo 


u(x,0) = f(x), t=0. 


注意 到 如 果 对 上 > 0, -ce < g < oo X u(z,t) = 0 UR t =0, u(x,0) = f(z), 
则 也 得 到 问题 (1) 的 解 . 然而 这 个 解 在 xz 轴 上 的 点 不 连续 , 除非 f(z) = 0, 即 对 
所 有 的 zo, 没有 连续 条 件 


li ,t) = 3 
eign hr) = tO) (3) 


除非 f(z) =0. D.E. 不 满足 连续 条 件 (3) 的 任何 解 没 有 任何 明显 的 价值 . 这 就 是 
为 什么 最 终 证 明 (2) 确实 满足 (3) 是 重要 的 . 由 于 (2) 的 被 积 函 数 关 于 z H(A 
E y) 的 偏 导数 关于 y 是 绝对 可 积 的 , 故 由 Leibniz 法 则 (参看 附录 3) 得 到 (2) 中 
AY u(x,t) 实际 上 对 上 > 0, -oo < s < oo 是 Ce, 即使 f(z) 不 必 是 C1. 换言之 ， 
温度 分 布 即 刻 就 变 得 平滑 . 如 果 f° | f(x) |\da < oo 以 及 limt f(z) = 0( 参 
看 第 7.1 节 的 习题 12), 我 们 将 证 明 : 对 任意 T > 0, 由 (2) 定义 的 uls, t) 满足 


lim ( max _|u(z,t)|) = 0. 


Z 一 土 co ‘0<t<T 


此 外 , 将 应 用 最 大 值 原理 证 明 u(x, t) 是 具有 性 质 (4) 的 (1) 的 唯一 解 . 没有 像 (4) 
那样 的 附加 条 件 , 无 法 保证 (1) 只 有 一 个 解 . 的 确 , 如 下 例 所 示 , 即使 当 f(r) 三 0 
AY, (1) 存在 连续 的 非 零 解 , 但 它们 不 满足 (4). 

Bl 1 在 1935 年 , 俄罗斯 数学 家 A.N.Tychonov 证 明了 关于 具 零 初始 温度 
的 无 限 杆 问题 


D.E. Ut = Urs, —o0<7T<o0, t>0; 
LC. wl(z,0)=0, 


有 不 同 于 显然 的 解 u(x,t) = 0 的 解 (BD, 唯一 性 不 成 立 !). 我 们 给 出 Tychonov 解 
的 构造 的 梗概 . 
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令 
_ fev", mR t £0, 
ro- 人 如 果 t = 0 
又 令 
u(x,t) = £ fa- a 一 oo < T < %, t20. 


可 对 上 面 的 级 数 逐 项 求 导 .( 逐 项 求 导 的 正当 性 , 见 D.V.Widder, The Heat Equa- 
tion, Academic Press, New York(1975), p.26 和 第 三 章 .) 因此 ， 


> (041) ¢4 E oo Raye g2(m-1) 四 co er 人 2m 一 2 = 
ut = df ogg LS Onm- = Xf Ogni = Yee 
其 中 为 了 得 到 第 二 个 和 式 已 做 了 指标 变换 m = 41, 然后 为 得 到 第 三 个 和 式 ， 
令 n= m， 由 于 f(0) = 0 UR f™(0) = 0, n = 1,2,3,…( 参 看 习题 1), 故 
u(x, 0): = 0, 以 及 经 一 些 努力 , 可 验证 连续 条 件 (3). 但 wu(zx,t) 不 恒 等 于 零 , AW 
u(0,t) = f(t) 且 对 所 有 的 t+ 关 0, f(t) > 0. 口 


由 Fourier 变换 方法 获得 问题 (1) 的 解 (2) 
由 于 已 经 看 到 以 下 公式 的 作用 


- A e~(2-v)?/4kt f(y)dy (t>0), (5) 


u(z, t) 


读者 无 疑 首先 想 知 道 如 何 得 到 该 公式 . 这 可 通过 纯粹 形式 应 用 前 面 的 章节 已 建 
立 起 来 的 Fourier 变换 的 性 质 得 到 ，Fourier 方法 预先 假定 ulz, t) 存在 且 (以 及 
f(z)) 具有 适当 的 衰减 阶 . 它们 不 构成 任何 证 明 , 但 如 下 面 将 看 到 的 , 它们 给 我 
们 提供 可 验证 的 由 公式 给 出 的 假定 性 解 . 
对 (1) 中 D.E. 的 两 边关 于 变量 z 取 Fourier 变换 保持 t 固定 , (形式 上 ) 得 
到 
T u(x, te" tdr = fe: kuzz(a, the~**d'x. 


利用 第 7.2 节 的 推论 1( 自 然 是 形式 上 的 ), 得 


U(E, t) = k(i€)?a(E, t) = kE HE, t). (6) 
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注意 到 对 固定 的 ¢, (6) 是 关于 t 的 一 阶 常 微 . (6) 的 解 具 有 形式 lét) = 
F(é)e7*"*, 其 中 F(E) 可 由 令 t= 0 确定 : 


F(E) = aE, 0) = I u(z, O)e~*"d'x 二 f f(r)e <rd’z. 


因此 , F(E = f(€), 所 以 ae = f(E Et 由 第 7.1 节 的 例 6, 对 任意 的 常数 
a > 0, 有 
(Vae~297")*(€) = e-¥s/e. 
因此 , HR a = 1/(2kt), t > 0, 得 
1 


(一 一 e 


V2kt 
如 果 g(x) = eee 7/4), 则 由 形式 利用 卷 积 定理 , 得 


—#? /(akt))“(¢) = eket, 


a(é,t) = f()9(€) = zí (f *g)^E). 
让 t 固定 , 两 边 取 逆 变 换 , 得 到 公式 (5): 
u(x,t) = e) = lwo yo(e—y)dy = as T e=- (AK) f (y)dy. 


免得 读者 对 这 些 形 式 计 算 过 分 欢喜 , 我 们 再 次 指出 : 并 没有 证 明 (2) 是 (1) 的 解 . 
甚至 没有 证 明 解 存在 ! 现在 继续 证 明 (2) 实际 上 是 (1) 满足 连续 条 件 (3) 的 解 . 
问题 (1) 的 解 (2) 的 有 效 性 的 证 明 


先 证 明 当 上 > 0 和 f(x) 是 连续 且 有 界 或 绝对 可 积 时 , (2)( 或 (5)) Æ D.E. u = 
Ure 的 解 . 可 把 公式 (5) 重 写成 形式 : 


u(e,t) = f Cer 


1 2 
H(z- yt) = pare OPH) (¢ > 0), 


定义 (8) 中 的 函数 H(z- y, t) 称 为 无 限 杆 热 方程 的 热 核 (或 源 解 或 基本 解 ). 
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我 们 有 Hi = kHzz, 因 可 直接 验证 (参看 第 3.1 节 的 例 1). 由 于 在 位 置 y 处 的 集 
中 的 初始 温度 源 (参看 本 章 引 论 中 的 图 1), 直观 上 H(z 一 y,t) 代表 在 时 刻 t 在 位 
E r 处 的 温度 分 布 . 由 于 He = kHzz, 故 得 出 (7) 是 u = kuss t > 0 的 解 , 如 果 
能 证 明 (7) 在 积分 号 下 关于 z 和 + 求 导 是 正当 的 话 . 幸运 的 是 , 对 上 + > 0,(2) 的 被 
ERRAT z 和 + 的 所 有 偏 导数 关于 y 是 连续 和 绝对 可 积 的 (参看 第 7.2 节 的 
例 1). 这 是 可 行 , 如 果 f(y) 是 连续 和 绝对 可 积 或 有 界 的 .( 的 确 , 由 于 H(z — y,t) 
关于 变量 y 是 迅速 衰减 的 , 可 只 要 求 |f(y)| < Cel) 于 是 , 根据 Leibniz 法 则 
(参看 附录 3), 对 上 > 0 在 (7) 中 可 畅通 无 阻 的 求 导 数 . 因此 (7) 中 的 w(z,t) 满 
E D.E. 注意 到 f(y) 关于 r 和 + 上 是 常数 , 所 以 不 必 有 关于 f(y) 的 可 微 性 的 
假设 . 

剩 下 来 证 明 连续 性 条 件 (3) 成 立 ， 由 在 第 7.1 节 的 例 6 中 所 证 明 的 结果 
JP e7 38? dz = V2r/a( Ra= sh FI z= — y), 我们 知道 , 对 上 > 0， 


H(z — y,t)d e7378) /4kt) dy = 1. 
K á = al. y 


考虑 由 (7) 给 出 的 u(x t). 则 由 (9), 有 
lulet) feo =| [7 Rl) - stao) [7 HE wt 
=| [7 He wd) = fody (10) 
< He -wf - $20). 


为 证 明 连 续 性 条 件 (3), 必须 证 明 |u(z,t) 一 f(zo)|( 或 (10) 中 最 后 的 积分 ) 通过 
取 (x, t) (FEFFE H t> 0 F) 充分 接近 (zxo,0) 可 变 得 所 希望 的 任意 小 . 为 此 , 把 
(10) 最 后 的 积分 分 解 成 三 部 分 : 


(E + 三 TA (x —y,t)|f (y) — f (zo)|dy, 


其 中 6 是 正常 数 . 令 这 些 积 分 从 左 到 右 记 作 h, LA 五 . A f(z) 是 连续 的 ， 
故 对 任意 e > 0, WR z 充分 靠近 zo A 6 充分 小 , 对 [e -—624+6 Wy, A 
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Hg-feol<e 则 
T+6 Z 十 5 
h = f H(e~v.01F0)- Flao)ldy< | He- vtedy 
< f H(z — y, t)dy =e. 


换言之 , 通过 取 z 充分 靠近 ro 以 及 取 6 充分 小 , 可 使 In 达到 想 要 的 任意 小 . 现 
来 证 明 不 管 5 > 0 的 选取 , 通过 取 t > 0 充分 小 , 积分 五 和 ig 可 取 到 所 希望 的 
那样 小 . 我 们 只 对 五 来 做 , 因 五 可 做 同样 处 理 . 我 们 有 


iu / zol) — f(zo)lay 
Z 十 5 


1 65 oi ny 
“anf Pa Ce- /4kt| f(y) — f(x) |dy 
zt 
1 cad Eiai 
< gp v) /Akt| Fy) \dy 
1 Oh aa 
+ / eV /at Fao) dy 
r+ 
1 9 2 
= eW* /4kti f(x + z)|dz 
yp 
1 °° —z?/4kt 
+ f e-7°/4kt] f(zo)ldz (11) 


当 f(x) 是 有 界 的 , 比如 |f(z) < M 时 , 则 (11) 的 最 后 两 个 积分 每 个 不 超过 

M f9 2 /4kt M [xz514kt MAkt a2/4k 
Td ms zE Í. f coe HVInit i 
这 项 通过 取 上 充分 小 且 是 正 数 , 可 取得 想 要 的 那样 小 . 当 f(y) 不 必 是 有 界 , 而 
是 绝对 可 积 时 , (11) 中 的 第 二 个 积分 像 有 界 情形 那样 处 理 , 而 (11) 中 的 第 一 个 
积分 估计 如 下 : 


1 
VArkt 


2 
e7 


co 2 4a oo 
-i 
ji e iki | f(x + z)|dz < sl |f (x + z)\dz 


t73 co 
ise j If (wlay. 
vV T 可 t — 00 


应 用 一 次 L'Hospital 法 则 表明 当 t 一 0+ 时 , 最 后 的 商 式 极 限 趋 于 0, 同时 由 于 
f(z) 是 绝对 可 积 的 , 故 最 后 的 积分 是 有 限 的 . 因此 , 当 f(x) 是 有 界 或 绝对 可 积 
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时 , 对 任意 正 数 5, 通过 取 t 充分 小 且 是 正 的 , 可 使 fs( 类 似 地 五 ) 任意 小 . 回想 
起 已 经 证 明 f(x) 的 连续 性 确保 对 充分 靠近 zo 的 z 和 充分 小 的 5, 可 使 Tp 任意 
小 . 如 我 们 所 注意 到 的 , 这 些 事实 以 及 (10) 确保 连续 性 条 件 (3). 总 之 , 我 们 建 
立 了 下 述 关键 结果 . 


定理 1 $ f(z), -oo <r < co 是 连续 的 , 且 或 是 有 界 或 是 绝对 可 积 . 则 由 


eW (WARY) F (y) dy, 


1 F. , 
u(x,t) = | VArkt/ -~ l (12) 
f(z) t=0. 


定义 的 函数 u(x,t) 在 区 域 {(z,t); t > 0，-co < r < œ} 内 是 C” 的 ， 


在 {(z,t); t 20, -œ < rz < 00} 内 是 连续 的 , 且 对 t+> 0, -ce <z<oo 满 
Eu = kuzz. 特别 , (12) 满足 问题 


D.E. ut = kurz, 一 oo<Z<oo，t>0i 


(13) 
I.C. u(x,0) = f(z), 


以 及 连续 性 条 件 : 当 (x,t) 一 (x0, 0+) 时 u(x,t) > f(zo). 


在 下 面 的 例子 中 阐述 了 定理 1 的 用 处 以 及 说 明了 即使 f(z) 是 一 个 简单 函 
数 , (12) 的 积分 计算 会 是 困难 的 事实 . 有 机 会 使 用 计算 机 上 的 符号 积分 (例如 ， 
Macsyma, Maple, Derive 或 Mathematica) 的 读者 可 验证 下 面 给 出 的 结果 (14). 


例 2 当 f(x) =e-o* cos(Bz), a > 0 情形 时 求解 问题 (13). 
E 由 于 f(z) 是 有 界 和 连续 的 , AK (13) 的 一 个 解 是 (对 上 > 0) 
TT 人 ee cos(By)dy 

1 O s (2—u)?/(akt) e-a? +ipy 
ren (S i w). 
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为 计算 最 后 的 积分 , 合并 指数 并 完全 平方 : 


2 
—(a—y)?/(4kt),—ay?+iby _ _1 [2 os-1f( 2 v] — z 
: e Sp ( 5° ly a0 Or n K Jkt 


-e-f exp (-38 [y- 5" (so +is)| *) exp (505 E + ip) J 


2 1 2 2 
= e ikt e` 35(¥-1)" 6 557 ， 


其 中 y= H + ip). 此 时 ， 
oo 
ie e- tt e—35(¥-1) 9357" dy = eet f e7 25(Y-7) dy = 4/ ae fred, 
—co 一 oo 


其 中 最 后 的 等 式 由 第 7.1 节 的 例 6 的 解答 得 到 , 即 .> e7380- dy = V2775， 
BHE y 是 复 常数 (验证 0). 因此 


1 29 2 | 
u(z, t) = via Ve e—(e—y)?/(Akt) cov" tray 


i = V3 < -和 Re (et5y ) 
a T 
—— E 二 5-1[(z=/2kt)2 一 oa, 


= 7 
1 1 2 
= omli mra i iE a “ES 008 sh 
1 ar? A kt Bx 
= Vitis Pl- Fakt ) Ts ae =) 
于 是 u(x, 0) = e°? cos(6z). 如 果 a = 0,(14) 是 乘积 解 e-8°kt cos Br. Oo 


注 记 注意 到 (14) 不 是 问题 的 唯一 解 , 因为 可 以 对 (14) 加 上 例 1 Ty- 
chonov 解 的 任意 常数 倍 . 为 得 到 唯一 性 , 对 解 u(z,t) 在 |z| 大 时 的 行为 加 上 一 
些 限 制 (BI, 在 too 处 需要 某 些 “ 边 界 条 件 ”). 从 物理 的 观点 来 看 , 一 个 诱 人 的 
条 件 是 : 期 望 的 解 当 |z| 一 00 时 趋 于 零 . 在 这 种 情形 , 我 们 有 如 下 结果 . (m) 
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定理 2( 唯 一 性 定理 ) 假设 对 -co < z < oo, f(c) 是 连续 和 绝对 可 积 的 , 且 
当 t 一 二 oo 时 f(x) 一 0, 则 由 


ee/ f(y)dy, 


1 ‘a 
u(x,t) = | VAdnkt J—oo 


f(z), 
定义 的 函数 u(x,t) 是 问题 


D.E. ut = kurr, 一 oo<Z<oo，t>0i 
LC. wl(z,0) = f(z); (16) 
“B.C.” lims—+œ(maxoge<r |u(z, t)|) =0, 对 所 有 的 T>0 


唯一 的 连续 (对 上 > 0) 解 . 


证 明 如 果 有 (16) 的 两 个 解 , 记 为 ui 和 uz, 则 由 “B.C.”, 对 每 个 小 的 e> 0 
和 to > 0 充分 大 ， 有 


|uwa( 士 zo,t) — u2(+z0,t)| < €, 0O<t<T, 


lwa(z,0) — u2(z,0)| = 0 <S €, —To < T S T0. 


则 由 最 大 值 原理 的 一 个 推论 (参看 第 3.2 节 的 定理 3 并 注意 到 在 论证 中 u 在 
t = 0 处 不 必 是 C2 W), 在 矩形 -zo < z < zo, 0 <t <T KE lui(z,t) 一 
uo(2,t)| < e. 因此 , 在 半 平 面 t+ > 0 中 任 取 (x,t), HORT > 上 以 及 zo 充分 大 ， 
可 得 |wi(z,t) — uo(a, t)| 小 于 任意 正 数 e 因此 wi(z,t) = uz(x,t). 于 是 证 明了 如 
果 (16) 有 解 的 话 , 则 只 有 一 个 解 . 剩 下 来 要 证 明 (15) 是 其 解 . 由 定理 1, REWE 
BA (15) 满足 (16) 中 的 “B.C.”. 

得 到 下 面 的 第 二 个 不 等 式 用 到 了 (9), 对 t > 0 和 任意 的 4 > 0, 有 


1 

VArkt J\y—z|<a 
1 

V årkt |y 一 z| >A 


f(y) +4 -天 


< max 
` z-A<y<z+A VAnkt 


lu(z,t)| < e~ (2-9)? /(ARE)| Fy) dy 


$ e= -D /0 f(y) dy 


sas | ~ Fald. 07 
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对 充分 大 的 A, 可 使 第 二 项 任意 小 , 因为 可 以 证 明 函 数 (4rkt)-#e-4/(4kt) 的 绝 
对 最 大 值 是 (2xe)-34-!, 证 明 如 下 : 


d l A2/(akt) e~A?/(4kt) (=) (£ -:) 
dt \ /ankt = Ga t 2k 


对 上 > A?/2k 是 负 的 , 对 O< t< A?/(2k) 是 正 的 . Tine e-4 /Gd4kb) 的 最 大 值 (在 

t = A?/(2k) 处 ) 是 =A}. 因此 , 对 A 充分 大 , 可 使 (17) 中 的 第 二 项 如 所 

期 望 的 那样 小 , 然后 对 z 充分 大 (A 固定 ), 第 一 项 当 zx 一 +o MRF 0, 因为 

limz—+too f(z) = 0. FÆ, 对 (15) 来 说 (16) HAY “B.C.” 成 立 . 口 
Hid 定理 2 意味 着 对 a > 0, fH (14) 是 唯一 的 满足 条 件 


-RE lulz, I) = =e 


的 解 ， 但 当 a = 0 时 , 定理 2 不 能 应 用 , 因为 cos(6z) 既 不 是 绝对 可 积 , 4 
xz 一 +00 时 也 不 是 趋 于 零 . 然而 , u(x, t) = e~APkt cos(Bz) 是 关于 r 具 周 期 为 4 
的 唯一 解 . 的 确 , 周期 解 对 应 于 环形 金属 丝 上 的 解 , 已 经 证 明了 这 种 情形 的 唯一 
性 (参看 第 3.2 节 的 例 1). 口 
例 3 求 
D.E. at = kuzrs +q(z,t) -œ <xrz<0%0, t>0; 
I.C. u(z,0)=0 


(18) 


的 形式 解 . 

解 下 面 的 形式 运算 只 起 到 发 现 假定 性 解 的 作用 , 该 假定 性 解 的 有 效 性 在 
有 关 源 项 g(x,t) 的 某 些 假设 下 可 直接 验证 . 先 对 D.E. 的 两 边关 于 x 取 Fourier 
变换 . 于 是 , 得 


te (é, t) = k(i€)?a(E, t) R âlE, t) 或 u(é, t) + kE aE, t) =y d(6， t). (19) 


注意 到 方程 (19) 是 关于 t 的 一 阶 线性 常 微 . 因此 , 如 以 积分 因子 ett Fe (19), 
则 得 


FUEN] = PAE R AEDE = f AE, s)ds + FO). 
0 
而 由 IC. w(x,0) = 0 和 a(€,0) = F(€) = Te J u(x, 0)e dr = 0. 由 此 , 得 


t 9 
ale, t) = ee" f e946, s)ds, 
0 
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形式 应 用 反 演 定理 得 到 
oe 2 : 2 . 
u(x,t) = va =f aE, tjet dE = z. AG ~~ f eré sG(€, s)ds) eS" dé 


GY, 8) .—(y—2)?/(4k(t—8)) ds i, 
Jaak -人 (f vt—s ) 


(参看 第 7.3 节 的 习题 8). 由 形式 应 用 Duhamel 原理 也 能 获得 相同 的 假定 性 解 
(参看 习题 10). m 

Bil 4 假设 f(z) 是 定义 在 (-co,co) LAVHESEAT PAR. WR f(x) 在 (-00, 
oo) 上 绝对 可 积 且 当 xz too 时 f(x) 一 0, 证 明 下 述 问题 唯一 的 连续 解 关 于 变 
He 也 是 奇 的 : 


D.E. ut = kurr, 一 coO<TY<oo，t>0i 
I.C. u(x,0)= f(x); (20) 
“B.C.” limz+oo (maxogt<T |w(z， t)|) =0, 对 所 有 的 了 > 0. 


说 明 如 果 去 掉 “B.C.”, 结论 不 成 立 . 
解 
方法 1 由 定理 2, 问题 (20) 的 唯一 解 由 以 下 给 出 : 
© e-(e-u) /ant) p(y)dy, > 0, 


Jia | 
u(x,t) = 4rkt J-> 
f(z), t= 0. 


所 给 的 u(x,0) ERAK. 如 果 t > 0, WS z = -y, AF f(—-z) = 一 f(z), 得 


u(-z,t) = efoto) Fy hey 


Tl. 


; a ie e~ @—2)°/(AK) f(z) dz = —u(z, 1). 
因此 , ulz, t) 是 z WAR. 
方法 2 注意 到 —u(—z,t) 也 满足 (20) 并 利用 唯一 性 (参看 定理 2). 没有 
“B.C.” 条 件 , 可 把 ( 偶 的 )Tychonorv 解 加 到 上 述 的 奇 解 上 , 由 此 得 到 非 奇 的 解 . 口 
注 记 RA “B.C”, 可 得 到 (20) 的 不 止 一 个 奇 函 数 解 ， 因为 可 以 对 Ty- 
chonov XF x 求 导 并 得 到 具 零 初始 数据 的 奇 函 数 解 , 它 可 加 到 上 述 标准 的 
解 得 到 另 一 个 奇 函 数 解 . 口 
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Pl 5 i f(z) TE (—00,00) 上 连续 和 绝对 可 积 , > 


uz) = a/ © WIAD fy)dy (t > 0). (21) 
验证 下 面 的 关系 并 给 出 它 的 物理 解释 : 
re ~ a(z, idr = 1 | Huddy. (22) 


解 由 于 (21) 的 被 积 函数 在 zy- 平 面 上 是 绝对 可 积 的 , 故 下 面 的 计算 可 交 
换 积分 次 序 (参看 附录 2). 


T u(x, t)dx = T ( =a T e-v f(ydy) dz 
一 > l de )?/(4kt) ) oa = 
ie 4nkt (E á dx | f(y)dy f a f(y)dy, 


其 中 利用 了 事实 /H(z 一 y,t)dy = 1( 参 看 (9)). ER (22) 可 看 作 能 量 守恒 定 

律 的 特殊 例子 . 的 确 , 在 任意 时 刻 上 > 0, (22) 的 左边 是 (以 适当 的 单位 ) 在 时 刻 

t 时 杆 内 总 热能 , 而 (22) 的 右边 是 初始 总 热能 . 口 
例 6 对 t+>0, 考 虑 热 方程 w = kuzz 的 基本 解 (参看 (8)) 


=| 。-z?/(4hb 
H (x,t) = =e 4kt). (23) 
对 固定 的 t, z 的 函数 H (x,t) WE ,五 (z), 只 要 不 与 偏 导数 HH 相 混淆 . 证 明 
(tH + H)(x) = 2H(xz) (t > 0). (24) 


解 根据 卷 积 定义 (参看 第 7.2 节 ), 对 上 > 0, 有 


(Cum) = f Ce 


1 Cay)2/(4kt) 1 vy2/(4kt) 
= e -e dy 


co Arkt 4rkt 
— _} -zr?/(8kt) j; ew (u— 42)? /(2ket) 1 -zz/(akb /ors 
= Inkt nae dy = arke 2rkt 
Ü ea 
7 | = wie), 


其 中 用 到 了 以 Lo 替换 z 和 以 六 替换 t 的 (9). 在 习题 (8), 利用 卷 积 定理 的 
一 个 不 同 ( 且 更 容易 的 ) 证 法 得 出 更 一 般 的 结果 : 对 所 有 正 数 s Mt, sH H= 
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cmH. 这 个 另 一 证 法 更 容易 , 是 由 于 函数 的 Fourier 变换 相 乘 比 函数 的 卷 积 简 
单 得 多 . 口 

注 记 解 (21) 可 写成 u(z,t) = (tH * 有 )(z)( 为 什么 ?). 对 s > 0, 令 g(x) = 
u(z,s). 由 于 ulz, s +t) 是 在 时 刻 t 时 具 初 始 温度 g(z) 的 解 , 故 


((o4t)H *f)(x) = ula, t+s) = (tH *g)(x) = (eH * (oH * f))(z) = ((sH* H)» f)(z). 


比较 最 左 端 和 最 右 端 , 5H, H =op) H 并 不 让 人 感到 惊奇 . 的 确 , 这 个 论证 说 明 
可 以 期 望 这 种 卷 积 性 质 对 方程 的 关于 一 个 变量 的 平移 是 不 变 的 基本 解 成 立 . O 
例 7 求 问题 i 


D.E. tu — kurs = —àu, 一 oo<Z<oo，t>0i 
I.C. u(x,0)= f(x) 


的 连续 解 , 其 中 和 是 常数 , f(z) 是 连续 有 界 函 数 . 对 (25) 中 的 D.E. 给 出 物理 解 
释 . 


(25) 


解 对 D.E. 形式 运用 Fourier 变换 , 得 
iul, t) + (kE? + A)A(E, t) = 0. 


因此 , 形式 上 AlE, t) = e7% f(E t (为 什么 ?). 由 于 et 与 & HK, 故 由 形式 
利用 卷 积 定理 , 得 


u(x,t) = (â(€, t)“ (2) = e* [fe] (x) 


SeN “ne i $ e- (WARE) f(y)dy. 
利用 定理 1, 可 验证 该 函数 满足 原 问 题 . 的 确 , 注意 到 wu(z,t) = e-*tv(z,t), 这 里 
ve = kur. 因此 , up = —Ae ty + ety, = —Au + kuss, 正如 所 要 求 的 . 还 有 ， 
u(x,0) 一 exXoufz,0) = f(z). 

如 果 入 > 0, 则 D.E. 中 项 -Xu 的 出 现 可 能 产生 于 经 由 杆 的 侧 表面 的 热流 ， 
比如 由 于 不 完全 绝热 (参看 第 3.1 节 的 习题 9). 如 果 A <0, 则 项 —Au 代表 一 热 
源 , 它 的 强度 与 温度 成 比例 , 比如 由 于 化 学 反应 或 核反应 . a 


用 Fourier 变换 方法 推导 D'Alembert 公式 
虽然 在 第 五 章 中 对 波 方程 的 处 理 以 原来 的 方式 是 足够 了 , 然而 用 Fourier 变 
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换 方法 来 获得 D'Alembert 公式 是 有 益 的 . 考虑 问题 


D.E. ug = ate, 一 oo < T, t< œ; 


I.C. u(z,0)= f(x), ue(x,0) = g(x). 


我 们 还 是 作 形 式 运算 . 最 后 结果 的 合理 性 已 经 在 第 五 章 验 证 了 . 对 D.E. 的 两 边 
关于 x 取 Fourier 变换 , 得 


die (E, t) = a? (i£ P a(E, t) = — (a£) â(€, t), 


由 此 得 
(E, t) = cı (E) cos(agt) + co(€) sin(aét) 
和 
i(é,t) = —a£cı (E) sin(agt) + a€c2(£) cos(a€t). 
先 对 1.C. 施行 Fourier 变换 , 得 
FE) = a(€,0) =ci(€) 和 G(E) = 如 (60) = a€en(€). 


因此 ， 
EEO TE ao Peen, (27) 


此 时 我 们 想 应 用 卷 积 定理 ， 但 尚未 求 出 一 个 函数 它 Fourier 变换 是 cos(a€t). 
事实 上 , 没有 一 个 “普通 ”函数 具有 这 种 性 质 . 我 们 没有 去 求 这 样 的 函数 , 而 是 
对 f(€) cos(aét) 形式 取 逆 变换 : 


[F(€) cos(atblv(z) = 人 flé) cos(atbextzd't 
=3/ fe + ee 
= sf. f(e)(e tae + 3 B feie 
= al f(a + at) + f(z —at)]. (28) 
为 求 (27) 中 第 二 项 的 逆 , 可 用 卷 积 定理 , 因由 第 7.1 节 例 4 得 知 


J 
如 果 mey= { ae 则 Ae) = eee (29) 
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则 由 卷 积 定理 和 (29), 得 
oo T 十 at 
(OS) 四 = 万 sone-ow= 击 太 oo 0 
(28) 和 (30) 相 加 , 得 (但 不 是 证 明 )D'Alembert AÑ: 


1 1 IT 十 at 
u(x,t) = 5Ufle+at)+ fle—at))+5- ,ry 6D 


还 有 其 他 方法 得 到 (31), 这 涉及 到 Dirac delta*BM’ d(x). 这 不 是 通常 意义 下 
的 函数 , 因为 它 表 明 具 有 性 质 : 对 任意 函数 f(x), 


f stod = 400) 


如 果 5(z) 是 常 义 的 函数 , 则 在 单 点 z = 0 改变 f(z) 为 不 同 的 值 而 不 会 改变 
(32) 的 左 端 , 但 右 端 将 会 改变 . 特别 , (32) 的 左 端 不 能 用 通常 的 方式 (例如 , 作为 
Riemann 和 的 极限 ) 定义 积分 , 因为 被 积 函 数 不 是 常 义 函 数 ， 而 看 待 (32) 的 左 
端的 一 个 方式 是 它 只 不 过 是 f(z) 的 花哨 写法 . 换言之 , (32) 是 /3,6(z)f(z)dz 
的 定义 . 类 似 地 , 对 任意 实数 c, 定义 


{ BE ETET = / 三 


则 (由 (33))6(z — c) 的 Fourier 变换 为 
d 6(z — cje d'r = sae. (34) 
然后 注意 到 (表明 线性 性 成 立 ) 
i> ty, 1 oig. tot, O 
3 [ve +c) + 6(x — oc)e td'zr = oJ < 4 etek) = Yeo” 


RAZ, Te cos(c) 是 3[5(z +c) 十 6(z — c)] 的 Fourier 变换 . 虽然 卷 积 定理 是 
ERER RRID FUERA AY, 然而 我 们 注意 到 由 于 


IO costat) = HE); {He — at) + 5(e + at))O), 
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故 应 有 
[7(€) cos(age)]” (2) = (f + 6(z — at) + 6(z + at)]) (2) 
=/ fd ya) + ale — y + at)ldy 


加 lf(z — at) + f(z + at)]. 


这 又 是 没有 证 明 最 后 结果 是 有 效 的 , 它 在 第 五 章 中 已 个 别 证 明了 . 注意 到 Dirac 
delta “KRO MRIH (31) 的 解 写成 一 个 “积分 ", 如 同 我 们 对 热 方程 所 做 的 
(参看 (12)), BD, 


uz) = f “OE 


其 中 


|z| < at, 


1 
k(z,t) = zl6(z —at)+4(z+at)] 和 h(z,t)= | |z| > at. 


J. 
2a’ 
0, 


Dirac delta“ 函 数 ”属于 被 称 做 广义 函数 或 分 布 的 对 象 类 .分 布 的 术语 对 
处 理 有 关 奇 异性 太 强 的 量 , 无 法 用 常 义 的 函数 代表 的 情形 是 相当 方便 的 . 例如 ， 
发 生 在 一 个 无 穷 小 时 间 施 加 的 一 个 作用 力 时 , 在 数量 上 产生 有 限 的 变化 的 情形 . 
这 样 的 作用 力 称 为 脉冲 , 用 一 个 delta*“ 函 数 ” 来 表示 , 就 如 工科 学 生 会 很 快 指出 
ABFE. 

例 8 通过 形式 计算 求 出 以 下 问题 解 的 积分 表示 : 


D.E. Utt = a?uge 一 U, 一 oo <2, t<; 
I.C. w(x,0) = e742? ur(z,0) = 0. 


解 D.E 两 边关 于 x 取 Fourier 变换 , 得 


(36) 


det (E,t) = a° (i£) lE, t) ûlE t) 或 tull t) + (1+ 07€?)a(E,t) =0. (37) 
由 于 (37) 是 关于 t 的 二 阶 线性 常 微 , 具 常 系数 , 故 求 得 (37) 的 通 解 由 以 下 给 出 
û(E, t) = cı (E) cos(ty 1 + a2€2) + c2(€) sin(t./1 + a€?), 
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其 中 c1(€) 和 cz(6) 是 任意 函数 . 而 且 
lE, t) = /1 + a?€?(—cr(E) sin(t/1 + a?£?) + ca(€) cos(t/1 + a?£?)). 
在 AlE, t) A AlE, t) 的 表示 式 中 取 t= 0 并 利用 ILC., 得 
a = a(6,0) = eae, 
其 中 已 用 了 第 7.1 节 例 6 的 结果 . 另外 ， 
ViTego -ak0=-- 训 人 weojeredz=0 


因此 ， 
a(é,t) = eae cos(tV 1 + a?€?). 
最 后 , 形式 应 用 反 演 定理 , 得 积分 表示 


u(t) = -= 人 ~ ale, tede 


= Ja 4 e4© cos(tV1 + a€?) cos(Ex)d€, (38) 


因为 all, t) 是 E 的 偶 函 数 .(38) MRA RMKT s 和 + 上 的 所 有 偏 导 数 关 于 上 是 
绝对 可 积 的 . 因此 , 通过 积分 号 下 求 导 (参看 附录 3) 可 证 明 (38) 是 (36) 的 有 效 
解 . 口 


注 记 存在 Fourier 变换 方法 不 能 应 用 (甚至 不 能 形式 应 用 ) 的 情况 . 考虑 


D.E. Utt = Ure + 22, -œ <z <0, t>0; 
LC. u(z,0)=2?, u(z,0) = 0. 


在 第 5.3 节 的 定理 1 中 , 我 们 发 现 , 应 用 Duhamel 原理 得 到 解 ulz, t) = 2? +t? + 
zt2. 男 一 方面 , 显然 不 能 在 D.E. 的 两 边关 于 x 取 Fourier 变换 , AW h(x) = x 
的 Fourier 变换 不 存在 . f(x) = x? 的 Fourier 变换 也 不 存在 . 口 
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半 和 平面 上 的 Laplace 方程 
下 面 的 结果 (除了 唯一 性 ) 是 第 6.4 节 习 题 7 的 结论 


定理 3 ik f(x), -oo < r < wo EA FERRAR. 则 问题 


D.E. Urr +Uyy=0, 一 oo<Z<oo，2%>0i 
B.C. u(z,0) = f(x), -o0 < z< oo 


在 半 平 面 y > 0 上 有 唯一 有 界 的 连续 解 , 即 


u(z,y) = =f Fiera (sas. 


注 记 公式 (40) 是 上 半 和 平面 的 Poisson 积分 公式 . 
公式 (40) 可 利用 Fourier 变换 求 得 . 作 形 式 运算 ，D.E. 关于 x 取 Fourier 
变换 , 视 y 为 常数 : 
(iE) lE, y) + Gyy(E, y) = 0. 
把 & 看 作 常 数 , 该 “ 常 微 ” 的 通 解 是 
ûlE, y) = ci1(é)esy + co(é)e sy. (41) 


WRK y 一 oo 时 alé y) 以 指数 增长 , 我 们 就 不 能 指望 当 y 一 oo 时 ule, y) 是 
AR. 因此 , 我 们 在 2 和,y) 上 施加 条 件 : 


a(é)=0, €>0 和 c2(£)=0,，é€<0. 


则 (41) 具有 形式 
ci(é)e™lély 十 co(€)e7 Sly = c(é)e-lély, 


其 中 clê) = en (€) + cz(&). 利用 B.C. 得 到 f(E) = a(€, 0) = c(€). 因此 ， 
a(é,y) = f(é)e- ttl. 
由 第 7.1 节 的 例 3, 得 (对 固定 的 y) 


= 1 2 
el = (TR a) O. 
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然后 根据 卷 积 定 理 得 到 期 望 的 公式 (40)， 此 外 , 这 不 是 “(40) 是 问题 (39) 对 
y > 0 的 连续 解 * 的 证 明 , 但 我 们 至 少 有 了 可 验证 的 假定 性 公式 , 就 如 第 6.4 节 中 


的 习题 7. 口 
例 9 求解 问题 
D.E. vzrz + Uyy = 0, -—o<z<o, y>QO; 
0, 如 果 z < 一 1， 
B.C. w(z,01)= f(z)=41， 如 果 -1<2<1, 
2, 如 果 z>1. 


解 在 本 例 , 边界 函数 f(z) 有 一 些 跳 跃 不 连续 点 , 在 其 上 函数 没有 定义 . 然 
而 , 如 果 应 用 公式 (40), 得 


wat) == sf) 


1: O-y A y 
A mett, re 


i 2y 
一 一 ds 
+), y? + (x — 8)? 


1 = 
) + arctan( = 


1 
F )) +1, 
对 y > 0 它 是 调和 函数 . 回忆 起 由 Laplace 方程 的 极 坐标 形式 (参看 第 6.3 节 
的 命题 1), 对 x > 0, v(z,y) = arctan(y/x) = 6 是 调和 的 . 因此 , v(y,z 十 1) 和 
vly, z — 1) 对 y>0 是 调和 的 . 并 且 我 们 能 容易 验证 


0, Wea < 一 1， 
lim, uzjy)=41, MR -1<zr<1, 
y—> 

2, WẸ z > 1. 


1 x 
= —(arctan( = 
T 


还 注意 到 1 
lim u(—-1,y)=—= i = ae 
lin, u 1,y) 5 +1 和 Pr hee zt! 


应 该 注意 到 根据 (z,y) 在 上 半 平 面 是 如 何 趋 于 (1,0) 或 (1,0)) 的 , u(z,y) 趋 
于 不 同 的 值 . 例如 , 设 a 是 -3 MS 之 间 的 任意 角度 . 如 果 (z,y) 沿 着 射线 
(c+ 1) = tan(a)y(y>0) 趋 于 (1,0), 则 wu(z,y) = (a+arctan(2))r-1 二 1 趋 
于 (a 一 于 )r +1 = (a+ 3), 4a Æ -3 ME SRAM EZ O 和 1 之 间 
取 值 . 口 
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例 10 考虑 问题 


D.E. uzz+uyy =0, -o<a<oo, y>0; 
B.C. u(z,0) = e7 


2 


如 果 ulz, y) 是 唯一 连续 和 有 界 的 解 (40), 则 证 明 


/ ” ula, y)de = Vi HE y > 0. (42) 
解 由 于 e-* 是 有 界 和 连续 的 , 由 公式 (40) 得 (Xf y > 0) 
1 f” aga 
ulz, y) = 元 es rE ds. (43) 


如 果 (43) 两 边关 于 zx 积分 , 则 得 


oo oo 1 Oo y 2 
(x = 一 一 -一 一 一 ce F 44 
Dh Cd sc ns ae 


由 于 被 积 函数 对 y > 0 是 绝对 可 积 的 , 故 可 交换 积分 次 序 . 利用 SS eds = 
V7( 参 看 第 7.1 节 的 例 6), 则 由 (44) 得 到 (42): 


T u(x, y)dz = f uf - 5 = Fiery ds = ur fT e-s ds = VT. 


由 于 f°. u(x, O)de = f° edr = Va, HELA (42) Xt y =0 也 成 立 . 口 

注 记 对 B.C. u(z,0) = f(x), 其 中 f(z) 是 连续 和 绝对 可 积 的 , 由 相同 的 论 
证 (参看 习题 13) 得 到 结果 [O ule, yde = f°. f(z)dz 口 
概要 7.4 


1. 偏 微 的 Fourier 变换 法 : ”一 般 而 言 , 对 于 至 少 有 一 个 变量 无 限制 的 偏 微 ， 
Fourier 变换 可 用 来 找 出 一 个 假定 性 的 解 , 这 种 解 必须 用 其 他 方法 来 验证 . 这 种 
验证 是 必要 的 , 因为 当 Fourier 变换 运用 于 偏 微 时 就 已 经 不 仅 假设 解 存在 , 而 且 
还 假设 解 具 有 应 用 第 7.2 节 和 第 7.3 节 中 的 结果 所 需要 的 性 质 . 该 方法 的 成 功 主 
要 是 由 于 事实 : 关于 一 个 变量 (比如 z) 的 Fourier 变换 把 关于 该 变量 的 每 个 偏 导 
数 转换 成 以 iE 的 代数 相 乘 . 在 我 们 的 例子 中 , 偏 微 是 关于 两 个 变量 的 未 知 函 数 ， 
所 以 这 些 偏 微 变 成 关于 剩 下 的 变量 的 常 微 . 在 高 维 情形 (例如 ,对 w = Uss + uyy) 
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就 得 对 多 个 变量 取 Fourier 变换 来 得 到 常 微 (参看 第 8.1 节 ). 当 验 证 一 个 假定 性 
的 解 时 常常 会 出 现 这 种 情形 : 假定 性 的 解 在 比 Fourier 方法 预先 假设 更 广泛 的 
范围 内 是 有 效 的 . 例如 , 由 下 面 的 公式 (S1) 产生 一 个 有 效 解 , 即使 当 fE) 不 存 
在 (例如 , 当 f(z) = cosz ME BE x”). 


2. 无 限 杆 的 热 问题 (定理 1): 设 f(z), -oo < z < oo, 是 连续 的 , 且 或 是 有 
界 的 或 是 绝对 可 积 的 . 则 由 下 面 定 义 的 函数 (z, t): 


1_ /ey)?/akt 
utj zal a A EEN, (S1) 
f(z) t = 0, 


ERKI {(z,t): t>0, ~œ <x < co} EHC! M, Æ {(z,t): t20, -oo<z< 
oo} 上 连续 , HØ t > 0, -00 <z < 00 上 满足 w = kuzz. 特别 , (S1) 满足 问题 : 


D.E. up=kugz, 一 co <Z<oo，t>0， 
LC. zuw(z,0) = f(z), 


并 具有 连续 条 件 ( 第 7.4 节 (3))( 即 lime) +(z0,0+) u(x,t) = u(xo,0) = f(zo)). 


(S2) 


3. 无 限 杆 热 问题 的 唯一 性 : 问题 (S2) 的 解 没 有 进一步 的 假设 决 不 会 是 唯一 
的 , 因为 总 可 加 上 Tychonov 解 (参看 例 1) 来 获得 其 他 的 解 . 如果 对 问题 (S2) 
在 无 穷 远 处 加 上 一 个 “边界 条 件 ” 

“B.C.” lim ( max lu(z,t)|) =0， 对 所 有 的 T> 0， (S3) 


z 一 士 co ‘0<t<T 


则 (S1) 是 (S2) A (S3) 的 唯一 解 , 只 要 f(z) 连续 、 绝 对 可 积 的 以 及 lim。 ,+。 jz) 
= 0 (参看 定理 2). 


4. 基本 解 : u = kuss 的 热 核 (也 称 作 源 解 或 基本 解 ) 是 


H(z —y,t) = /ft 


V4rkt 


可 把 H(z —y,t) 看 作 由 y 处 一 初始 集中 热源 产生 的 时 刻 t 在 z 处 的 温度 . 定 
X H(z) = H(z,t), 可 把 (S1) 写成 u(z,t) = (H + 了 )(z)( 即 热 核 与 初始 温度 的 
卷 积 . 对 正 的 s 和 t, 通过 应 用 卷 积 定理 (参看 习题 8) 和 例 5 后 面 的 注 记 , 易 证 
tH *s H =(s+t) H). 
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5. D’Alembert 公式 和 上 半 平 面 Poisson 积分 公式 : 也 可 利用 Fourier 变 
换 技巧 获得 无 限 弦 波 问题 的 D'Alembert 公式 


rtat 
u(x,t) = lf a + at) + f(x — at)] + zf l g(r)dr 
和 上 半 平 面 的 Poisson 积分 公式 
1 oo 
u(x,t) = = fe: Pelee (sds (y > 0). 


在 函数 f 和 9 的 适当 假设 下 , 在 第 5.2 节 和 第 6.4 节 习 题 7 中 分 别 验证 这 些 公 
式 提 供 了 ute = a2uzz 和 wzz 十 uyy 一 0 的 解 . 


练习 7.4 
1. (a) 由 形式 计算 验证 : 如 果 


oo 


2n 
umt) =D OO pany —œ <r<%, t20, 


n=0 


_ fev", met £0, 
os mfe mR t = 0, 
(b) 证 明 f™ (0) = 0, n= 1,2,…. 


提示 ”考虑 当 +t 一 0 时 , Newton 商 LOLO 的 极限 . 
2. 求解 问题 


WW u(x,t) 满足 热 方程 w = wzz. 


1 _ 2 
D.E. Ue = huss + Tose O, -wo<2r<oo, t>0; 


I.C. u(z,0) = 0. 


3. 设 f(y) 是 分 段 连续 有 界 函 数 (BI, 对 某 个 常数 M, |f(y)| < M). 
(a) 证 明 


u(z,t) = ee MAK) f(y)dy 


1 co 
V4rkt is 
= z i e f(x +2sVkt)ds (t>0). 


(b) 利用 (a) 部 分 的 结果 以 及 附录 3 的 控制 收敛 定理 证 明 : 如 果 f(z) 在 zo 处 连续 , 则 
当 (x,t) > (z0,0*) BY u(x,t) > f(z0). 
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4. 假设 f(x) 是 定义 在 (—00, 00) 上 的 连续 偶 隔 数 . 如 果 f(x) Æ (—00, 00) 上 是 绝对 可 积 
的 , 且 当 2 一 too 时 f(r) 一 0, 证 明 下 述 问题 的 唯一 连续 解 ul, t) 也 是 z RR: 
D.E. ut = kurz, 一 co<IZ<oo，t>0i; 
I.C. u(x,0) = f(x); 
“B.C.” lim ( max |u(x,t)|)=0, 对 所 有 的 全 > 0. 


—+too ‘O<t<T 
5. $ F(x) = 4 fin 2 ds 表示 正 态 分 布 函数 . 验证 


F(-oo) = 0, F(oo) =1 和 F(—x) = 1 — F(z) 


6. $ u(x,t) = Zoe fe FY fly)dy, t> 0, HE f(y) = 1 MWRa<y<d | 
以 及 f(y) = 0, 在 其 他 处 . 用 习题 5 中 定义 的 正 态 分 布 函数 来 表示 ulr, t). 
7. (a) 证 明 g(z) 是 速 减 函数 当 且 仅 当 9(€) 是 速 减 函数 . 
提示 “利用 第 7.2 节 的 定理 1, 证 明 (9)^(z) = g(—2). 
(b) 对 上 > 0, $ u(a,t) = hee SE ec -9 70f(g)dy, 其 中 f(z) 是 在 某 个 有 限 区 
间 之 外 恒 等 于 零 的 连续 函数 , 对 每 个 固定 的 t > 0, 证 明 u(z, 是 z 的 速 减 函 数 , 即使 
f(a) 也 许 不 是 C1 的 . 
提示 “利用 第 7.2 节 的 卷 积 定理 和 定理 1 , 并 利用 (a) 部 分 . 
(c) 假设 在 (b) 部 分 中 , f(z) 是 有 界 , 连续 和 绝对 可 积 的 , 但 不 在 某 个 有 限 区 间 之 外 等 
FE. 给 出 一 个 例子 说 明 对 固定 的 + > 0, u(z,t) 关于 z 未 必 是 速 减 的 . 
8. 如 例 6, $ :及 (z) = ere 7/4, k, t> 0. 利用 卷 积 定理 和 反 演 定理 证 明 : 对 所 
有 的 s, t > 0, sH* tH =op H. 对 该 结果 给 出 一 个 物理 解释 . 用 例 6 的 方法 可 能 得 
到 相同 结果 吗 ? 
9. XÍ y > 0, 令 书 (z) = wets: 利用 习题 8 的 方法 证 明 : 对 y, z > 0, Py* P, = Pyys. 
10. 通过 直接 应 用 Duhamel 原理 (参看 第 3.4 节 ) 得 到 例 3 的 非 齐 次 热 问题 的 形式 解 . 
11. 利用 Fourier 变换 法 (形式 上 ) 求解 下 述 波 问题 


D.E. Utt =0 Uzsz, 一 oo < zz, t< œ, a#0; 


pe 
LC. uz,0) = "5, au(z,0) =0. 


提示 “不必 计算 f(x) = FF 的 Fourier 变换 , 但 注意 到 cos(aét) = 1 (et + 


ene), 


12. 


13. 


14. 


15. 
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(a) 考虑 常 微 y(t) + w?y(t) = f(t) (w ¥ 0), 初始 条 件 y(0) = 0, y/(0) = 0. 利用 
Leibniz 法 则 (参看 附录 3) 验证 : 如 果 f(z) 是 连续 的 , 则 该 问题 的 解 是 


y(t) = an f(ssin(w(t — s))ds. 


说 明 由 Duhamel 原理 得 到 该 解 的 简易 的 推导 (参看 第 5.3 节 中 关于 (25) 的 论证 ). 
(b) 利用 (a) 部 分 , 通过 利用 形式 Fourier 变换 方法 求解 以 下 具 齐 次 LC. 的 非 齐 次 波 方 
程 : 


DE. Ut = a2uzz +h(z,t), -—oo<z<oo, t>0; 
I.C. u(z,0)=0, ui(z,0) =0. 


证 明 如 果 h(x, t) 是 C, 则 该 形式 解 关于 -oo < z < o, 上 > 0 是 C2?, HWE D.E. 和 
I.C.. 验证 lim,_,o+ u(x,t) = 0. 


it ulz, y) (y > 0) 是 以 下 问题 唯一 的 连续 有 界 解 


D.E. ure +Uyy =0, -—oo<a2<co, y>D; 
B.C. u(x,0) = f(z), 


其 中 f(z) 是 连续 有 界 的 , A /|f(z)|ldz < oo. 证 明 


f 7 ulz, yjdz = f s f(z)dz. 


解 Dirichlet 问题 


D.E. ure + uyy =0, -oo<r<co, y>0; 
1, 如 果 xz>0, 


B.C. wat) = ga) 4" 如 果 «<0 


对 复数 z= r+ iy Hl a= s+ it, > g(z;a) =—In|z—al+In|z—al. 证 明 


a (+) 


Oe = 
ato 10o | 2 + (z—5)?° 


注 记 AM 9 REF FA y > 0 的 Green 函数 (参看 第 6.4 节 的 习题 11). € 
可 解释 为 由 在 zy- 平 面 上 点 a 和 a 处 带 相 反 电 荷 粒子 在 z 点 产生 的 位 势 ， 注意 到 当 
=0 时 9(zia) = 0. 结果 (*) 与 第 6.4 节 习 题 14 中 证 明 的 结果 类 似 . 在 这 两 种 情形 ， 
Dirichlet 问题 的 Poisson 核 都 是 Green 函数 的 外 法 向 导数 (以 a 为 变量 ), 在 边界 上 取 
值 . 该 结果 对 好 的 区 域 成 立 , 在 第 8.6 节 对 带 边 紧 流 形 来 证 明 该 结果 (至 少 在 形式 上 ). 
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16. 令 
Bi er PN f ”er-e-02/attjlyjdy，t>0 
ae a mee 
其 中 se) =| 如 果 Y < 0， ayy 是 非 零 常数 . 证 明 u(x,t) 可 表示 为 以 下 形式 
b, 如 果 w > 0， 


Z z/V4kt 
u(x,t) = la +b) 十 Le f eds, t>0 


(参看 第 3.1 节 的 习题 12 以 及 习题 3). 

17. (a) 在 习题 16 中 取 a = 10 A b= 0. 证 明 对 任意 t > 0( 不 论 如 何 小 ), 对 任意 z( 不 论 
如 何 大 ) 有 ulz, t) > 0. 得 出 热 方 程 意味 着 (与 相对 论 相 反 ) 热 以 无 限 速度 扩散 . 
(b) 假设 f(z) 是 有 界 连续 的 , 对 所 有 实数 z 是 非 负 的 , 并 在 某 处 (可 能 只 在 某 个 小 区 
间 ) f(x) > 0. 证 明 对 任意 t HIE, 


u(x,t) = -e-n 14K) f(y)dy 


1 co 
VArkt Fe 
对 所 有 的 xz 是 正 的 . 


87.5 在 有 限 区 间 和 半 无 限 区 间 上 问题 的 应 用 


在 本 节 我 们 将 求解 z 限制 在 一 个 有 限 区 间或 半 无 限 区 间 (例如 ,0< <L 
BO <a < co) 的 某 些 问题 . 利用 镜像 法 做 过 这 种 问题 , 由 镜像 法 这 种 问题 适当 
地 (取决 于 B.C.) 延 拓 成 z 不 受 限制 的 相关 问题 . 以 这 种 方法 , 我 们 可 利用 前 面 
的 由 Fourier 变换 法 或 由 其 他 方法 (例如 用 D'Alembert 公式 ) 获得 的 对 zx A 
限制 的 结果 . 由 于 镜像 法 在 第 五 章 已 大 量 应 用 于 波 问 题 , 故 将 集中 在 热 问 题 以 及 
Laplace 方程 的 Dirichlet 问题 和 Newmann 问题 . 

先 建立 一 些 有 关 有 限 区 间 问 题解 的 存在 性 问题 (在 第 三 章 留 下 未 解决 的 ). 


D.E. w=kurz, OS 2<L, t>0; 
B.C. u(0,t)=0, u(L,t) =0; 


I.C. u(z,0) = f(z), 
其 中 f(z) 是 连续 的 且 f(0) = f(L) =0. 
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Hid 注意 到 这 里 我 们 没 要 求 当 上 = 0 时 D.E. 成 立 , 因为 没有 强调 f(z) 是 
C? 的 . 然而 , 却 要 求 ulz, t) XIF t>OMO<c< L 是 连续 的 . 这 意味 着 u(x,t) 
不 仅 对 t > 0 必须 满足 D.E., 而 且 必 须 满足 连续 性 条 件 (参看 第 7.4 节 的 (3)) 


lim u(x,t) = f(zo). (2) 


i 
(z,t)—+(z0,0*) 


接 下 来 证 明 下 面 的 存在 和 唯一 性 定理 . 


定理 1 设 $ fhlr), -œ <2 < œ, Æ f(z) Æ -L< gr <L LWA 
fola) 的 周期 延 拓 . 则 问题 (1) 满足 (2) 的 唯一 解 是 


VArkt 


Lf crew aujdu, t>o, 
u(x,t) = = 
f(a), ia 


证 明 由 第 7.4 节 的 定理 1 已 经 知道 由 (3) 定义 的 函数 u 是 连续 的 且 对 
0<zsgsL 和 t>0 满足 DE. AF u(0,t) 是 奇 函 数 的 积分 , 故 它 等 于 0. 而 
H, 由 于 f(y) 关于 c= 工 也 是 奇 的 ( 即 (L 一 y) = -ÈILL +y), 所 以 另 一 个 
B.C. u(L, t) = 0 也 满足 . 唯一 性 在 第 3.2 节 的 定理 1 和 定理 3( 对 e = 0) 中 已 证 . 
这 些 证 明 没 有 要 求 f(x) 是 C 的 , 虽然 需要 ul, t) E t= 0 处 的 连续 性 (为 什 
么 ?). o 

下 面 结果 表明 , 对 问题 (1), 形式 无 穷 级 数 解 (在 第 四 章 未 证 明 一 般 是 有 效 
的 ) 4t> 0 时 实际 上 是 等 于 真正 的 解 (3)( 即 形式 解 对 t > 0 是 有 效 的 且 满 足 
(2)). 


定理 2 (1) 的 解 (3) SF (对 上 > 0) 收敛 级 数 


Do 
过 二 2 ， TT 
u(x,t) = 》 bne NARRE sin —— (t > 0), 


n=1 


2 f% . NTT 
m=z f f(x) sin 一 dz n = 1,2,3,---. 
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证 明 由 第 7.4 节 的 定理 1 以 及 通过 验证 得 知 , 对 每 个 上 > 0, (3) 中 的 u(x, t) 
是 z 的 Cee 奇 周 期 函数 (周期 为 2L). 因此 , 由 第 4.3 节 的 定理 1 得 到 : 对 每 个 
t > 0, (3) 的 u(z,t) 等 于 它 限 制 在 [0, 刀 上 的 Fourier 正弦 级 数 : 


NTT 


u(x,t) = > B,,(t) sin T 


n=l 


可 在 Balt) 的 积分 号 下 求 导 (由 Leibniz 法 则 , 因为 ulz, t) KF t > 0 是 CH): 


其 中 B,(t) = z u(z, t) sin am de. 


-2f in mm -2f in mm 
B (t) A u(x, t) sin T dr = zh kuzz (7, t) sin T dr 


= (y 2 L u(x,t) sin a de == (至 ) Balt), 


其 中 已 用 了 Green AR. 因此 , Bp(t) = cne t THL cn 为 某 个 常数 , 剩 下 来 证 
BA cn = bn. 首先 ， 


P EN 2 NTE 
= lim B,(t) = lim 一 ,t) sin 一 一 
co = jim Balt) = Ji, Z f, Wet sin “Fae 


(参看 附录 3) 
= lim ITEE f 4 e—(0-2)?/(4kt) ( ur = ACE" =r) dz 
(y=2-2). 
现 利用 事实 : WEA FA eA h(z), 
Jim, EE L : e~(20-2)?/(4K) h(z)dz = h(zo), (5) 


该 事实 隐 含 在 第 7.4 节 的 定理 1 中 (为 什么 ?). 注意 到 2 f sin 222 f(a + z)dz 
是 z 的 连续 有 界 函 数 (为 什么 ?). S (5) 中 的 A(z) 为 上 述 函 数 , 得 到 


2: i 99 2 L NTE z 
pr = lim 二 一 一 一 《0 一 2) /(4kt) f in —— 
Cn m taki f e 6 sin folz + z)dz | dz 


2 f" nnr; 2 /7 nnz 
= h(0) = if sin T re 十 0)dz = if sin Tf la)de = 加 | 
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Hid wR t =0, 公式 (4) 可 能 失效 , A f(z) 可 能 不 等 于 它 的 Fourier 级 
数 . 如 果 f(x) 是 连续 和 分 段 C1 的 , AAA f(0) = f(L) = 0, 则 由 第 4.3 节 的 定 
H 1, (4) 甚至 对 上 = 0 也 是 有 效 的 . 口 

我 们 也 能 证 明 有 限 区 间 上 具 其 他 类 型 B.C. 和 连续 初始 数据 的 热 方程 解 的 
存在 性 , 唯一 性 和 Fourier 级 数 表示 的 有 效 性 .我们 不 希望 对 所 有 标准 的 B.C. 
来 做 这 种 证 明 , 而 宁可 只 考虑 环形 金属 丝 的 情形 , 它 以 下 述 问题 为 其 模型 : 


D.E. up=kuzz, 一 oo <Z<oo t>0; 
“B.C.” u(x + 2L,t) = u(x,t); 


I.C. u(x,0) = f(z), 


其 中 f(c) 是 任 一 周期 为 2L 的 连续 周期 函数 . 周期 为 2L 的 周期 函数 自然 对 应 
于 在 一 周 长 为 2L 的 圆 上 有 确切 定义 的 函数 . 在 下 面 的 解 (7) 中 , 可 以 用 “通常 ” 
的 Fourier 级 数 蔡 换 复 Fourier 级 数 , 如 果 想 这 么 做 的 话 . 


定理 3 问题 (6) 的 唯一 连续 解 由 以 下 等 价 的 公式 给 出 : 对 t > 0， 


1 ee 
— / e~ (2-0)? ARE) f(y)dy, 
V 一 oo 
D cne ™ TREE einrz/L 


天 二 一 Co 


u(x,t) = (t > 0) (7) 


af. f(z)e~"**/L da 
Cn = oF ifs ; 


证 明 由 第 7.4 节 的 定理 1 得 知 (7) 中 的 积分 对 上 > 0 是 or 且 满 足 D.E.. 
它 还 是 周期 的 . 的 确 , 积分 中 以 24 OL 替换 r, 并 由 公式 z = y - 2L 作 变 量变 
换 得 到 相同 的 结果 , 因为 f(y) = z+ 2 = f(z). 因此 , (7) 的 第 一 个 表示 式 等 于 
ER) Fourier 级 数 . 现 利用 定理 2 的 证 明 中 相同 的 计算 , 可 确定 该 Fourier 级 数 
与 (7) 中 的 无 穷 和 相同 . 另外 , 对 t = 0 需要 有 一 个 不 同 的 公式 , 除非 f(z) 是 连 
续 和 分 段 C1 的 . 唯一 性 在 第 3.2 节 的 例 1 中 已 经 证 明 ; 注意 到 这 个 论证 不 需要 
u(z,t) 在 t=0 是 C? 的 . 口 
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半 无 限 杆 热 问题 的 多 种 解答 
例 1 求解 问题 
D.E. u= jucz，0<Z<oo，t>0. 
B.C. u(0t,t) =0, (8) 
LC. u(x,0+) = f(x), 
其 中 f(r) 在 (0,00) 上 是 连续 和 绝对 可 积 的 , A f(0) = 0. 解 唯一 吗 ? 
解 令 fole) 表示 f(x) 的 奇 延 拓 (BI, 对 z <0, fo(z) = —f(—-x)). 注意 到 
fo(z) 在 (—00, 00) 上 是 连续 的 , 因为 f(0) = 0. 而 且 容易 看 出 folz) 在 (—00, co) 
上 是 绝对 可 积 的 . 因此 , 由 第 7.4 节 的 定理 1 得 知 函 数 


ula t) = | TER Ree EN t>0, a 
| folz), t=0, 
是 以 下 问题 的 连续 解 : 


D.E. ut = kuzz, -OO<2<co, t>0; 
I.C. zu(z,0) = fo(z). 


因 通 过 检验 (9) 得 到 u(0,t) = 0, 故 u(x,t) 不 仅 满足 问题 (8) 的 D.E. 和 I.C., 还 


满足 B.C.. 或 许 用 f(y) 来 表示 u(z,t) 比 用 fo(y) 来 表示 更 合适 . 据 此 , 把 积分 
(9) 重新 写成 以 下 形式 


(10) 


1 2 2 
l- —(2—y)?/(Akt)|_ (ld +/ ,— (zy)?/(4kt) F(a) gy). 
e [—f (—y)]dy E f(y)dy) 


现 如 果 在 第 一 个 积分 中 利用 变量 变换 y = 一 s, 交换 积分 限 , 然后 用 y 替换 过 度 
变量 s, 则 得 


u(x,t) = 


1 29 2 2 
Pe Se en (e—u)*/(4kt) _ e- (e+ u)*/ARE)) fy) dy, 11 
(x, t) a | ( )f (y)dy (11) 


这 表示 解 作为 由 在 y 处 强度 为 f(y) 的 集中 源 和 在 —y 处 强度 为 -f(y) 的 集中 
源 产生 的 基本 解 的 连续 个 加 . 虽然 解 (11) 是 非常 适 于 应 用 , 但 解 不 是 唯一 的 ( 参 
看 第 7.4 节 例 4 后 面 的 注 记 ), 因为 在 z = oo 没有 附加 “B.C.”. 口 

例 2 利用 f(z) 的 偶 延 拓 fe(z)( 即 , fe(z) = f(—x), x < 0), 尝试 求解 例 1 
提出 的 问题 . 
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解 再 次 容易 验证 f(x) 在 (-00,00) 上 是 连续 和 绝对 可 积 的 . 因此 , 由 第 
7.4 节 的 定理 1, 由 


u(x,t) = (vim [oe /ey)dy, t>0, 
fe(x), t 一 0. 
给 出 的 函数 是 以 下 问题 的 连续 解 
D.E. ut = kurr, 一 oo <T<oo，t>0i 
LC. w(x,0) = f.(z), l 
且 u(x,t) 还 满足 例 1 给 出 的 问题 (8) 的 D.E. 和 ILC.. 现 由 于 f(x) 是 偶 函数 ， 
故 可 把 u(x,t) 表示 成 


sitet) z f © (e7 E-PAD 4 e-(e+w)°/(4kt)) f(y)dy, 
但 u(x,t) 一 般 不 满足 B.C.( 例 如 , 如 果 f(x) > 0, x > 0, W u(O*,t) > 0). 口 
例 3 求解 问题 
D.E. w=kuzz, 0O0<rI<o00, t>0; 
B.C. wz(0+,t) = 0; 
I.C. u(x,0*) = f(x), 


其 中 f(z) 在 [0, 00) 上 是 连续 和 绝对 可 积 的 . 
解 对 该 问题 , 取 f(z) 的 偶 延 拓 fe(z). 则 如 同 例 1, 得 


ieia aE i} * (e-(2-0?/kt) + e+? MAK) Fy) dy. 
在 习题 3 要 求 读者 提供 该 解 验证 的 细节 . 口 

注 记 似乎 在 例 1 和 例 3 中 运用 的 奇 延 拓 或 偶 延 拓 的 技巧 ( 即 镜像 法 ) 局 
限于 齐 次 B.C. 问题 . 然而 , 这 种 方法 也 可 用 于 解 在 端点 zx = 0 具 指 定 的 依赖 时 
间 温 度 的 半 无 限 杆 问题 (参看 下 面 的 例 5). 首先 需要 一 个 有 关 在 z = 0 处 有 跳 
跃 间断 点 的 适当 的 奇 函 数 二 阶 导数 的 Fourier 变换 的 结果 ( 例 4). 口 

例 4 $ g(x) 是 奇 函数 , CE (-co,co) 上 除了 z = 0 之 外 是 C?. 假设 
g(0+), g'(0+) 和 g”(0+) 存在 , 并 设 g(z)，g'(z) 和 g'(x) 是 绝对 可 积 的 且 当 
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Zz 一 00 时 它们 趋 于 零 . 则 证 明 
(g")^(6) = -Ztl — €4(€). (12) 


换言之 , 由 于 在 z = 0 处 的 可 能 跳跃 间断 性 , 必须 在 通常 的 表示 式 -625(6)( 参 看 
第 7.2 节 的 推论 1) 中 添加 一 个 修正 项 . 
解 因 og” (x) ERRAK, 故 有 


NA = 7 n i Ns 二 = n —ifz _ ifr) 7 
O= f Pade re eda (13) 
利用 2isin(£x) = (etisz — e~**) 以 及 Green 公式 , 得 


(9")(€) = -2i F g” (x) sin(€x)d’x 


= iol (e)sin(ge) ~ glz) cos(€z)] : + 21g? [7 yo)sintajda 


由 此 导出 (12), 因 g(x) 是 奇 函数 , HY x 一 co 时 g(x) 和 g(x) BFF. 口 
例 5 利用 例 4 的 结果 来 求 以 下 问题 的 假定 性 解 
D.E. up=Uzz, >0 t>0; 
B.C. u(0*,t) = h(t); 
LC. u(x,0+) =0, 
其 中 h(t) Æ O0 < t < o 的 给 定 的 函数 且 h(0) = 
解 对 t>0 定义 u(0,t) = 0, 对 每 个 固定 的 也 令 vlz, t) Æ u(e,t) $F r 
变量 的 奇 延 拓 . 注意 到 v(0+,t) = h(t), v(0,t) = 0 AM v(0-,t) = —A(t). MOR u 


满足 D.E., 则 w = vzz, 除了 在 z = 0 处 可 能 不 成 立 . 在 DE. 的 两 边关 于 z 取 
Fourier 变换 , t 保持 不 变 , 利用 例 4 的 方法 (g(x) = vlz, t)), 形式 上 得 到 


(6):(€,t) = I v(x, te dz 一 a vzz(T, the **d'z 
= -0 - €°(E, t), 


(O)e(E,t) + EDE, t) = Sent. (14) 
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一 阶 线性 常 微 (14) 的 通 解 是 
UED = Lge tt f eohls)ds + PFO), 

yi eile 

初始 条 件 a(€,0) = 0 Ba F(E) =0. FE, 有 


od = -he nods (15) 


形式 利用 反 演 定理 以 及 交换 积分 次 序 等 , 得 


teed) ae J De tezde = z= | ( f- i eeroeredt] h(s)ds 
= mha f- PAG ~$(t-8))" (2) h(s)ds 


.2 _ 1 er = h(s)ds 

~ Van h (va paved 
其 中 利用 了 第 7.1 节 的 例 6. 简化 最 后 的 表达 式 并 回忆 起 对 x > 0, v(2,t) = 
ulz, t), 得 到 假定 性 解 


t 
-3% 0 a 
我 们 仍然 只 证 明了 : 如 果 问 题 的 解 存在 , 并 具有 为 了 上 述 形式 处 理 是 有 效 的 所 
需要 的 所 有 性 质 , 则 该 解 由 (16) 给 出 . 尽管 如 此 , 可 直接 验证 (16) 满足 D.E, W 
Æ u(x,0+) =0 和 (如 在 下 面 例子 所 验证 的 ) 满足 u(Ot, t) = h(t). 口 
例 6 u(x,t) 由 (16) 给 出 , 证 明 , 不 管 表 示 形 式 , 对 上 > 0, 有 wu(0+,t) = 


h(t)( 未 必 是 0). 利用 事实 : 
oo 1 E T 
j w ae V a’ nf) 


该 事实 经 由 变量 变换 y = 3z? 容易 证 明 . 
解 在 (16) 中 把 积分 变量 s 变换 成 y = 5, 于 是 dy = gyds. 则 得 
(参看 附录 3) 


— e -aE h(s)ds s, z, t>0. (16) 


u(x,t) 


: 1 T? A(t) 1 
u(0+,t) = 万 -3yh(t — —)d — 
(0",t) = jim = f Lone (t- p= MAh JA 


H a= 5 AY (17), ERX h(t). 口 


e™iYdy, 
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例 7 利用 在 例 1 和 例 5 中 求 得 的 解 来 解 问题 : 
D.E. w=urz, TT>0, t>0; 
B.C. u(0*,t) = A(t); (18) 
I.C. u(z,0*) = f(z), 
其 中 h(t) 和 f(x) 是 连续 的 , A f(x) 是 绝对 可 积 的 . 
解 由 于 D.E., B.C. MLC. 都 是 线性 的 , 故 秋 加 原理 表明 (18) 的 解 完全 就 
是 由 例 1 和 例 5 求 得 的 解 之 和 


u(x,t) = f oS -et ) f (y)dy 


= 
+f e -yi hly)dy 
例 8 给 出 以 下 问题 的 物理 解释 
D.E. ut = kurz, x >0, t>0; 
B.C. uz(0t,t) = au(0T, t); (19) 
LC. u(zx,0*) = g(z), 


其 中 a 是 正常 数 , g(z) 吕 是 给 定 的 连续 少数 . 求 出 一 个 假定 性 解 并 讨论 使 假定 性 
解 是 有 效 的 条 件 . 
解 有 一 半 无 限 杆 , 它 在 每 个 截面 z 的 初始 温度 由 函数 g(x) 给 定 . B.C. 意 

味 着 热量 以 与 杆 的 端点 的 温度 u(0+,t) 成 正比 的 变化 率 经 由 该 端点 流出 . 在 实际 
中 当 端 点 绝热 不 完善 或 热 接触 不 好 时 经 常 出 现 这 种 边界 条 件 (参看 第 3.3 WR 
尾 前 的 讨论 ). 为 求 一 个 假定 性 解 , 我 们 再 作 (19) 的 解 的 所 有 假设 (包括 存在 性 )， 
这 些 假设 为 使 我 们 能 进行 以 下 的 步骤 是 必须 的 . 令 v(x, t) = wuz(z,t — au(x, t). 
则 (19) 的 B.C. 变 成 v(0+, = 0, 这 是 例 1 考虑 的 情形 . 假设 v 是 Cs 的 , 9 是 
C! 的 , 故 有 w 是 C2 的 , 且 v 满足 问题 

D.E. v=kvrz, T>0, t>0; 

B.C. v(0t,t) = 0; (20) 

I.C. v(x,0+) = g'(x) — ag(x) = f(x). 
(注意 到 w = ure 一 au = (wzzz 一 auzz) = kvzz.) 由 例 1, (20) 的 解 是 


he J Ble, y,t)f(y)dy, (21) 
中 原文 误 为 f(z). 一 一 译 者 
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其 中 
B(x, y, t) = a= (ew AK) ~ e= (2+4)?/(4k0)), t> 9, 


VArkt 
因 w 由 (21) 给 出 , 故 可 解 一 阶 常 微 us 一 au = v 来 得 到 u, 于 是 得 到 


u(x,t) = —e*” f eve, t)dr, (22) 


该 解 不 是 最 一 般 的 解 , 但 是 唯一 的 不 随 z 的 增加 迅速 增长 的 解 . 由 (21) 和 (22), 
得 ( 先 形式 上 交换 积分 次 序 ) 


oo Do 
(at) = -em | f e™B,y,t)drf(u)dy 
0 I 
De oo d 
= e°" / i e-* B(r, y, t)dre™ — [e~% g(y)|dy 
0 了 dy 
co d Oo 
=e | ceo e-ar 甩 (r， Y, t)dr)g(y)dy, . 
0 dy x 


其 中 已 经 关于 y 分 部 积分 了 , 并 注意 到 B(r,0,t) = Br, co, t) = 0 以 及 假设 
egy) XIIF y > 0 是 有 界 的 . 施行 导数 , 有 


u(x,t) = | E ( {eB yt) + aBloy, oar) a(y)dy, (23) 


这 就 是 (19) 的 假定 性 解 . 对 上 > 0, 可 验证 内 部 积分 ( 记 作 I (a, y, t)) 以 及 它 关 于 
z 和 + 的 所 有 偏 导数 存在 , 且 是 y 的 速 减 函数 . 在 以 下 设 g(z) 是 z > 0 的 连续 
函数 , 并 假设 对 所 有 充分 大 的 z，|g(z)| < zz, p 为 某 个 正常 数 . 为 得 出 对 t > 0, 
(23) 定义 了 一 个 Ch 函数 ulz, t), 则 反复 利用 Leibniz 法 则 . 此 外 , 利用 Green 
AK, 可 直接 验证 L(x,y,t) = kIzz(z,y,t), 由 此 得 知 (19) 满足 D.E.u = kusr. 
通过 应 用 Leibniz 法 则 以 及 利用 事实 B(0,y,t) = B,(0,y,t) = 0, 可 明确 地 验证 
对 上 > 0, uz(0,t) = au(0,t). 最 后 , 用 相当 大 的 努力 , 可 证 明 对 x > 0, u(z,0t) = 
g(x). (首先 , 可 证 明 对 任意 正 数 x, limeyo Jyo I(x, y, t)dy = 1.) 因此 , 不 管 在 导出 
假定 性 解 的 过 程 中 作 了 什么 假设 , 在 g(z) 是 连续 的 并 当 zx 一 oo 时 9 的 增长 不 
会 比 某 个 多 项 式 迅 速 的 假设 下 , (23) 向 我 们 提供 了 问题 (19) 的 解 . 口 


Fourier 正弦 变换 和 Fourier 余弦 变换 


当 求 解 z 限制 在 半 无 限 区 间 [0, co) 的 问题 时 , 作为 不 同 于 镜像 法 的 另 一 种 
方法 , 可 利用 下 面 定义 的 Fourier 正弦 变换 和 Fourier 余弦 变换 . 如 同 Fourier iF 
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弦 级 数 和 Fourier 余弦 级 数 与 通常 的 Fourier 级 数 的 联系 那样 , Fourier 正弦 变换 
和 Fourier 余弦 变换 与 通常 的 Fourier 变换 具有 相同 的 联系 . 


定义 S f(z) 是 定义 在 0 < 2 < 00 的 函数 . 则 f(z) 的 Fourier 正 弦 变 换 是 


jute) = y? [7 se) sintgn)ae, 


f(x) 的 Fourier RRER 是 


FO = VE [7 se)cos(enyae, 


只 要 这 些 积分 存在 . 


如 果 fe(z) 和 fo(x) HAS PRM f(x) 的 偶 延 拓 和 奇 延 拓 , 则 


fe(€) = (fe)(€) 和 ifs(é) = (fo)(E)- 


因此 可 由 正弦 变换 和 余弦 变换 求解 的 问题 通过 考虑 延 拓 也 能 用 通常 的 Fourier 
变换 求解 ， 就 像 Fourier 正弦 级 数 和 Fourier 余弦 级 数 的 理论 要 转化 到 通常 的 
Fourier 级 数理 论 一 样 ,Fourier 正弦 变换 和 Fourier 余弦 变换 的 理论 要 转化 到 通 
常 的 Fourier 变换 理论 . 特别 , 可 利用 通常 的 Fourier 变换 反 演 定理 来 建立 关于 
单 边 变换 的 相关 反 演 公式 (z > 0): 


+ - oo ， 
E f R(E) sin(€x) dé (24) 


All 
+ i. ~ 3 
LEN FI) L f2 [7 Fl ostenja, a 


其 中 假设 f(z) 在 (0,00) 上 是 分 段 C1 和 绝对 可 积 的 . 

在 下 个 例子 中 阐述 了 公式 (25) 在 第 一 象限 0 < rz < co 0 <y < co 上 
Laplace 方程 的 一 个 问题 中 的 用 处 ， 然 而 , 也 可 通过 把 问题 偶 延 拓 成 上 半 平 面 ， 
然后 利用 Poisson 积分 公式 (参看 第 7.4 WH (40), 以 felz) 替换 f(z)) 立刻 获 
得 该 解 , Poisson 积分 公式 由 通常 的 Fourier 变换 方法 得 到 的 . 
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Bl 9 求 以 下 问题 假定 性 解 


D.E. Uzr +Uyy=0, 0<zr<%, 0<y< 0%; 


B.C. { uz(0*, y) =0, 
u(x,0*) = f(z), 


这 里 假设 ulz, y) 是 有 界 的 , H u(oo,y) = wz(o00,y) = 0, 0< y< œ. 

解 进行 形式 演算 , 对 D.E. 关于 z 取 Fourier 余弦 变换 , y 保持 不 变 . 这 里 
选择 Fourier 余弦 变换 是 由 B.C. 决定 的 . (读者 可 考虑 为 什么 Fourier 正弦 变换 
是 不 合适 的 理由 .) 我 们 得 


(uyy)o(E,y) >= Er Uyy(Z, y) cos(Ez)dz = 2, Ur2(Z, y) cos(€x)dz, 


其 中 (uyy)A(E, y) 表示 uyy 的 Fourier 余弦 变换 . 经 两 次 分 部 积分 , 得 


-/2 f 4 Uzz(T,Y) cos(Ex)dx 
Š= Žula, y) cos(€x) 


z=0 
"EN uz(z, y) sin(Ex)dx 


eVa [ve oostende = Cat) 


= -eV Žu(®, »)sin(éz) 


其 中 用 了 B.C. 和 假设 w(oo,y) = uz(o0,y) = 0. 因此 ， 
(uyy) (E, y) — E7tic(E, y) = 0, 
并 作 形 式 假设 (wyy)^ = (Ge)yy, 则 该 关于 y 的 常 微 的 通 解 是 
a-(E,y) = er(E)e® + co(E)e~®, 


其 中 c1(€) 和 cz(&) 是 的 任意 函数 . 由 于 所 给 问题 要 求 w(z,y) 是 有 界 的 , 所 以 
假设 对 上 > 0, c1 (6) =0 以 及 对 上 < 0, 2(€) = 0. 于 是 


d-(€,y) = c(é)e tél, 
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H elé) = c1(€) + c2(€). 特别 , &(&,0) = c(€). 由 第 二 个 B.C., 得 

e(€) = t(€,0) = et f(x) cos(Ex)dx = EL f(x) cos(£x)dz = f.(E). 
因此 , a(€,y) = f(&)e-lsly, 然后 由 单 边 变换 的 反 演 定理 (参看 (25)), 得 


ula) = y2 [T HE cos(ez)ag 
= F (/ f(s) cos(€s)d e~*4 cos(Ex) dé. 


如 果 交 换 积 分 次 序 , 则 关于 E 的 积分 可 直接 计算 , 上 且 导 致 的 解 与 通过 在 第 7.4 节 
的 Poisson 积分 公式 (40) 中 以 让 的 偶 延 拓 替 换 f 获得 的 解 相同 . o 


概要 7.5 


1. 有 限 杆 或 半 无 限 杆 的 热 问 题 有 限 杆 或 半 无 限 杆 的 热 问 题 的 解 由 镜像 法 ， 
可 从 第 7.4 节 关 于 无 限 杆 的 定理 1 的 解 获得 . 这 种 通过 镜像 法 来 完成 的 做 法 , 与 
有 限 弦 问题 的 解 由 第 五 章 的 无 限 弦 的 D'Alembert 公式 获得 的 方式 相同 . 在 每 个 
端点 都 是 绝热 或 都 保持 在 0 的 情形 , 初始 温度 延 拓 为 无 限 杆 , 必须 选择 在 每 个 
等 于 0 的 端点 是 奇 函 数 , 在 每 个 绝热 的 端点 是 偶 函 数 的 延 拓 . 在 例 5 中 , 用 镜像 
法 解答 了 在 端点 具 指 定 的 依赖 时 间 的 温度 的 热 问 题 , 这 表明 镜像 法 不 局 限于 齐 
次 B.C.. 


2. 端点 保持 0 的 有 限 杆 问题 的 情形 (定理 1): 考虑 有 限 杆 问题 


D.E. ut = kurr, O<r<cl, t>0; 
B.C. u(0,t)=0, u(L,t)= 0; (S1) 
I.C. u(z,0) = f(z), 


其 中 f(z) 是 连续 的 , A f(0) = f(L) = 0, RNEER ul, t) Wt >OMO<ac<L 
是 连续 的 . 这 意味 着 u(x,t) 对 上 > 0 不 仅 要 满足 D.E. 还 要 满足 连续 性 条 件 


lim u(x,t) = f (zo). (S2) 


(zt) 一 (zo0+) 


hd dd 
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定理 1 令 hlr), -œ <z < œ Æ f(x) Æ -L< r <L EWAH folz) 
的 周期 延 拓 . 则 问题 (S1) 满足 (92) 的 唯一 解 是 


=a i —(x—y)?/(4kt) F 
u(x,t) = zal ae fo(y)dy, t>0, Si 
f(x), iat 


3. 形式 解 的 有 效 性 : 12 (S3) 的 积分 公式 , 在 确定 第 4.3 节 讨 论 过 的 有 限 杆 热 
问题 的 形式 无 穷 Fourier 级 数 解 时 是 有 益 的 . 该 积分 公式 表明 解 存在 且 对 t > 0 
实际 上 是 Co 的 , 即使 连续 的 初始 温度 分 布 有 角 点 . 证 明 对 每 个 t > 0, 该 积分 
公式 解 的 Fourier 级 数 与 形式 解 相 同 (参看 定理 2 和 它 的 证 明 ), 构成 了 形式 解 
有 效 性 的 证 明 . 我 们 没 用 验证 由 释 加 原理 获得 的 形式 解 , 已 经 看 到 这 种 解 对 无 
穷 级 数 可 能 不 成 立 . 当 t= 0, 形式 解 会 不 收敛 到 f(z), 但 连续 性 条 件 (S2) 成 立 ， 
(S2) 对 等 价 的 积分 解 成 立 . 


4. Fourier 正弦 变换 和 Fourier 余弦 变换 : S f(z) 是 定义 在 0 入 z < oo 
的 函数 . 则 f(z) 的 Fourier 正 弦 变 换 和 Fourier 余 弦 变 换 分 别 由 以 下 给 出 


; 2: [ , ey /2 f° 
RO= 2 [ losna 和 kO = f f7 Ho coaja 
只 要 这 些 积分 存在 . 当 f(z) 是 实 值 函数 时 , 有 
F = GDO 和 -iO = (Fo). 
可 利用 通常 Fourier 变换 的 反 演 定理 来 建立 这 些 单 边 变换 相关 的 反 演 公式 (z > 


0) 
Lat) +f") = /2 [fete sineja 


forse). 2 [T EO costa, 


其 中 假设 f(z) 在 [0,00) 上 是 分 段 C1 和 绝对 可 积 的 . 例 9 阐述 了 Fourier 余弦 
变换 在 解 第 一 象限 中 的 Dirichlet/Neumann 问题 的 用 处 , 虽然 直接 运用 镜像 法 
更 简单 . 
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练习 7.5 
1. 求 以 下 问题 的 解 : 


D.E. wu=kuzz, x >0, t>0; 
B.C. uz(0*,t) = 0; 
LC. w(z,0+) = f(z), 
其 中 f(x) 在 (0,00) 上 是 分 段 C 和 绝对 可 积 的 , 且 当 z 一 co 时 f(x) 一 0. 
2. 由 形式 计算 求 以 下 问题 一 个 形式 解 ; 
D.E. wu=urz, TT>0, t>0; 
B.C. uz(0*,t) = h(t); 
LC. u(z,0*) =0, 
其 中 h(t) 是 适当 的 连续 函数 . 
提示 “寻求 是 z 的 偶 函 数 的 解 u(z,t)( 参看 例 4, 例 5 和 例 6). 
3. 求 以 下 问题 的 一 个 假定 性 解 : 
D.E. u=uzz, 0O0<7T<o%, t>0; 
B.C. uz(0*,t) = A(t); 
LC. u(z,0+) = f(z), 
其 中 h(t) 和 f(x) 是 适当 的 连续 函数 . 
4. (a) 利用 Fourier 变换 方法 (形式 上 的 ), 求 以 下 具 齐 次 LC. 和 B.C. 的 非 齐 次 热 方程 的 
假定 性 解 : 
DE. uw=kuert+h(z,t), 0<4r<oo, t>0; 
B.C. uz(0*t,t) = 0; 
LC. u(z,0*) =0. 
(b) HEPA (a) 部 分 求 得 的 假定 性 解 也 可 直接 通过 形式 利用 Duhamel 原理 得 到 . 
提示 关于 Duhamel 原理 参看 第 3.4 节 . 
5. 利用 镜像 法 和 Fourier 正弦 变换 各 求 出 以 下 问题 的 一 个 解 : 


D.E. urz + Uyy =0, O< 2, y < 00; 


B.C u(0+, y) = 0; 
和 u(z,0*) = f(z), 
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其 中 假设 ulz, y) 是 有 界 的 , H ulo, y) = uz(o0,y) = 0, 0< y < co. 证 明 这 两 个 解 实 
际 上 是 相同 的 . 
. (a) 如 同 例 5, 求 以 下 波 问 题 假 定性 解 的 积分 公式 : 

D.E. Utt 一 Wrz，0<Z<oot>0; 

B.C. u(0*,t) = h(t); 

IC. u(z,0+) = u(2,0+) = 0, 
其 中 假设 u(o0,t) = uz(o0,t) = 0, t > 0. 可 利用 事实 : WHR y(t) + Eyl) = g(t) W 
Æ y(0) = y'(0) = 0 的 解 由 

u(t) = E f 9(s)sin(g(e — 5))as 
E Jo 
给 出 (参看 第 7.4 节 的 习题 12). 
(b) 通过 假设 具 形 如 u(x,t) = F(z 十 t) 十 G(x 一) 的 解 ,得 到 更 简单 的 假定 性 解 : 如 果 
x <t, u(z,t)=h(t—2), MH z >t, u(x,t) = 0. 在 什么 条 件 下 该 解 对 tz>0 是 
D.E. 的 C0? 解 ? 
提示 MLC. 注意 到 , 对 z >0 有 F(z) 二 G(rz)=0 和 F(x) 一 G'(z) = 0. A 

ik, u(z,t) = 0, 0 < t <2. WAH B.C.h(t) = u(0, t) = G(—t) 来 确定 G(s), s < 0, 
从 而 得 到 u(x,t), 0<z<t. 
(c) 4 A(t) =1, t > 0 时 , 明确 地 求 出 (a) 中 解答 的 值 . 
.以 uz(01,t) = h(t), t > 0 PRIJE 6 中 的 B.C.. 用 你 选择 的 方法 求 由 此 产生 的 问题 
的 假定 性 解 u(z,t). 对 h(t) 什么 假设 下 , u(x, t) 对 z>0 和 t+t>0 是 D.E. 的 C? 解 ? 
. (a) 求解 以 下 第 一 象限 Dirichlet 问题 , 其 中 g(y) 和 f(z) 是 给 定 的 有 界 连续 孙 数 , A 
g(0) = f(0) = 0. 只 有 一 个 解 吗 ? 

D.E. wzz +Uyy =0, 0 < 2, y< ooi 

BC. { u(0*, y) = 9(y), 

u(z, 0*) = f(z). 
(b) 通过 由 第 一 象限 到 上 半 平 面 的 共 形 映照 P(z) = 2? 把 (a) 部 分 的 问题 转化 成 上 半 
平面 的 问题 来 解 原 问题 . 
. (a) 利用 Fourier 变换 求 以 下 问题 的 假定 性 解 u(x, t), 其 中 b 是 常数 : 
D.E. u,buz = h(x,t), 一 oo < z, t< ooi 
I.C. u(zr,0) = f(x). 

(b) Xt h(x, t) Al f(x) 什么 假设 下 , (a) 部 分 中 求 得 的 解 是 D.E. 的 C1 解 ? 
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补充 〈 反 演 定理 ) 


令 f(z), -œ < x < oo 是 在 以 下 意义 下 的 分 段 C1 BR: f'a) 在 每 个 有 限 
区 间 上 除去 有 限 多 个 点 是 存在 且 连 续 的 ，f'(z) 在 这 些 点 处 具有 有 限 跳 除 . 对 这 
样 的 函数 , 在 每 点 xo, 下 面 极限 存在 


f(s) = ~~ f(z) 和 f(z) = lim f(a), 


T — T0 To A 


反 演 定理 令 f(x), -ce < z < 00, 是 分 段 Cl 和 绝对 可 积 的 ( 即 [3 |f(x)|dx 
< oo). 则 对 任意 T0, 有 


co .| R 、 
sled) +seo= [fee aes jim | fede. (0) 


证 明 (2) 的 右边 是 


jim, f Ee f( (x)e~ oo ie ) eTod' = pe gim S f(a) (p aeie) d'z, 

(3) 
其 中 积分 次 序 的 交换 是 允许 的 , 因为 /|f(z)ldz < co 和 fË le EE-d = 
2R < oo (参看 附录 3). WX z 关 zo， 


e~ (2-20) ge = ee ee o) = 2 sin( R(x — x0)) 
=R 


i(x — xo) zT — T0 : 


4 xz = zo 时 左边 等 于 2R. 由 于 d'éd'c = Ldédz, (3) BR 
lim G is f(a) Ra aol sin(R(x ~ zo)) 5, 1 fn f(z Sin(R(@ — 20) zo)) ] dz). 


T — To 
则 只 需 证 明 第 一 项 的 极限 是 ifa) 以 及 第 二 项 的 极限 是 3f(z5). 由 于 证 明 是 
类 似 的 , 故 只 证 明 


lim T f(z ) RE = 20) te = Liag). (4) 


Roo 7 Zo 
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由 变量 变换 z = z 一 zo, (4) 中 的 积分 变 成 
t i EEF a ee (5) 
T Jo Z 
在 下 面 的 引 理 中 将 证 明 2 po eaz = 3. 用 f(zt) ER, 得 
i ane = 3$). 


因此 
Ef tero Ra- 5 5003) 


dRo 


-E Ute +2) - sa d| = 1 (6) 


需要 证 明 (6) PAY I %4 RR 一 oo 时 趋 于 0. 对 任意 常数 4 > 1, 有 
< > f j fanta sin(Rz)dz 
f If (ao + 2)| sin(Re) Í nae. 


S W,J AK 分 别 代 表 表 示 式 (7) 的 右 端 第 12 A3 项. A z> A>, WEJ 
有 iE] < 1, 由 此 得 , 当 4 一 oo 时 


(7) 


dz + 2|f(zt)| 


eh 1 f° 
7<#) eoraiae== ,VW 0. 
因 假设 f° |f(z)|\dx < co. 于 是 , 通过 取 4 充分 大 可 使 J 任意 小 , 现 经 变量 变 


换 z = Rz, 得 
ia Sta, 
T 


于 是 , 对 任 一 4 > 1 的 值 , 可 通过 取 R 足够 大 使 得 K 为 期 望 的 那样 小 (为 什 
A? 参看 下 面 的 引 理 )， 最 后 , 由 于 (1) 中 的 极限 存在 , 故 第 4.2 节 的 Riemann- 
Lebesgue 引 理 隐 含 : “4 R 一 co BY, W 趋 于 0, 于 是 完成 了 (4) 的 证 明 (也 可 参 
看 第 7.1 节 的 习题 10). 由 于 关于 zj 对 应 于 (4) 的 结果 可 以 同样 的 方法 证 明 ， 
故 期 望 的 公式 (2) 成 立 . 口 


K= = |f (ag) 
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证 明 注意 到 对 任 一 z > 0, foe de = 1. 因此 ,对 0<e<RR 有 


aes dz = i pe ? sin zrdàdz = L [e àT sin rdrdM, (9) 


iusto Reh ee. FAA |e" sin z| 和 ez 和 ez 在 带 形 入 > 0, e< 


z < R 中 是 可 积 的 . RA 


R R eli—N)z |? 
/ e—** sin dx = Im f e(G-A)zdzr | = Im - 
€ G 1 一 入 |。 


(i-A)R _ (一 入 )e (一 X)e _ ,(i-A)R 
=Im (一 天生 一 ) = im (CO —). (10) 


1 一 入 1+ 2 
注意 到 
oo poo oo (i-A)R 
lim j ip e-t sin rded\| = lim Imft+Ae ‘VN an 
R—o0 0 R R= 0 1 十 入 2 
< lim e>Fd\ = lim mee: 
R=% 0 Ro R 


因此 , 由 于 该 极限 为 零 , 故 利用 (9), 有 


co n: 
f SDT irs = lim ( i a “sinzdzd 和 一 I [a ? sin zdzdà) 
€ T R-0o 
i + 入 )eG 一 ^)< 
LP ee * sin zdzdà = fo m (A dà 


e~€ cose © er sine 
= =f TO +f es ae og 


RA 


co -一 Xe 
+ lim / ene. (12) 
0 
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因 Ae-* < L, 故 对 任意 常数 a > 0, 有 


co 一 和 Xe 
本 e aa 
0 


«0 1+ 2 
a eò sine © e—€\ sine 
> . 
< tim} 1+? an) +m f e a 


< lim si peer. dX + li nel jz tana] =+ [= arctan a| 
a o 1 十 和 2 二 


因 a 可 任意 大 , 故 (12) 中 最 后 的 极限 等 于 零 . 剩 下 来 证 明 


© e—A€ cose T ce 1 — e7‘ cose 
i 一 一 一 一 一 一 一 一 i r EEE Y T = U. 3 
lim f x Ang 或 im f lage AD (1a) 


; © 1—e- cose . 2 1 — e™™ cose © 1-—e— cose 
im / i+”? a = tim (f IFA as f 14X a) 
< lim[1 ~ e~* af : a+ f SY s E Resin 
5 a A IR ieee Daisies 
因 a 可 任意 大 , 故 (13) 得 证 . 口 


注 记 如 果 愿 意 接受 以 下 计算 中 的 交换 积分 次 序 的 有 效 性 的 话 , 则 由 形式 
计算 很 快 得 到 该 引 理 . 


[> one i = 人 he * sin rdàdz 
RF T 
=f (ea T sin rdrdM = f IFA = 2° 
注意 到 由 Green 公式 (参看 第 4.1 节 ) 立刻 得 到 
» | e~* sin sdz +/ er^zsinzdz = 1 (A > 0), 
0 0 


此 提供 了 上 述 计算 中 的 第 三 个 等 式 ， 因 此, 该 引 理 证 明 的 复杂 性 只 是 由 于 需要 
证 明 交 换 积分 次 序 的 有 效 性 . 即使 是 对 那些 熟悉 Lebegue 积分 理论 (或 熟悉 附 
K 2 和 附录 3 的 内 容 ) 的 读者 , 这 种 有 效 性 的 证 明 也 不 是 立刻 能 得 出 的 , 因为 
exp(—Azx) 在 第 一 象限 0 < A, x < co 不 是 可 积 的 . 的 确 ， 


Do oo IE ani | . Ry 
e “*dzd\ = —dA = lim 一 CA 
0 0 0 入 R-co + À 


: 1 : 
= jim (Ink — Ins) = jim 21n R = o. 
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然而 , e-xXz sins 在 带 形 0 < 2 < R,0<A< co 上 是 绝对 可 积 的 , A 


R oo R oo 
J J e~*| sin r|dàdz < f | ze >*dddax = R. 
0 0 0 0 


WW Fubini 定理 (参看 附录 2) 使 以 下 计算 中 的 交换 积分 次 序 是 有 效 的 


R 


z R oo 
. sinz . Ze 
lim dx lim e~>* sin rdA\dx 
R= 0 x R= 0 0 


co rR 
lim | I e™>ò sin zdzdà 
R= Jo 0 


ia 1 e` [Asin R + cos R} 
= jim, f (有 a - +1 Ja 


Se T 

E f Nii => 
其 中 由 控制 收敛 定理 (参看 附录 3) 可 在 积分 号 下 取 极 限 . 在 该 注 记 前 的 证 明 虽 
然 较 长 , 但 它 有 不 依赖 附录 2 和 附录 3 内 容 的 优点 . 最 后 , 我 们 提 及 一 下 , 该 引 


理 也 可 用 复 围 线 积分 (如 果 读者 知道 该 内 容 ) 来 证 明 , 这 种 证 明 最 终 把 积分 转化 
到 半 单 位 圆周 长 度 的 一 半 《〈 即 ,各 ) 
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在 前 面 的 章节 , 我 们 已 经 考虑 了 一 维 热流 ( wut = kuss) 和 波 的 传播 (ut = 
a2uzz) 以 及 二 维稳 态 温度 , 静电 学 和 流体 流 (uze + Uyy = 0). 由 于 我 们 生活 在 具 
三 个 空间 维 数 的 世界 , 所 以 在 高 维 情形 检验 对 应 的 结果 也 是 重要 的 , 在 高 维 情形 
会 提出 很 多 非常 相关 的 初 边 值 问 题 . 由 于 在 偏 微 研究 和 应 用 中 的 很 多 技巧 和 中 
心思 想 已 经 在 处 理 低 维 情形 中 展现 过 , 把 我 们 所 学 到 的 延 拓 到 高 维 情形 在 概念 
上 没有 像 想 象 中 那么 困难 . 特别 , 分 离 变量 技巧 ,( 齐 次 线性 方程 的 ) 全 加 原理 以 
及 Fourier 级 数 和 Fourier 变换 的 某 些 方面 都 可 施行 到 高 维 情形 . 


由 于 坐标 系 的 多 样 性 , 大 多 数 的 难点 本 质 上 只 是 在 技巧 上 . 例如 , 在 一 直线 
上 本 质 上 只 有 一 个 标准 坐标 系 , 但 (除了 稍 卡 儿 坐标 或 直角 坐标 ) 在 平面 上 有 极 
坐标 , 在 空间 有 柱 坐 标 和 球 坐标 . 坐标 的 选取 取决 于 所 考虑 区 域 的 对 称 性 (如 果 
有 的 话 ). 当 变 量 可 分 离 时 , 某 些 导致 的 常 微 会 是 难以 求解 的 . 的 确 , 某 些 解 不 能 
用 初等 函数 (例如 , EAKR, 余弦 函数 , 指数 函数 , 等 等 ) 来 表示 , 需 引 入 新 的 特 
殊 函 数 , 像 Bessel 函数 . 遗憾 的 是 在 很 多 处 理 中 , 由 于 注意 力 放 在 特殊 的 函数 而 
不 是 ( 偏 微 的 ) 的 乘积 解 上 , 在 求解 过 程 背后 的 主要 思想 被 掩盖 了 , 这 些 乘积 解 
是 一 些 常 微 的 解 乘 在 一 起 的 结果 . 乘积 解 与 时 间 无 关 的 部 分 通常 是 Laplace 算 
F 人 对 于 所 考虑 区 域 的 特征 函数 . 特殊 函数 主要 是 用 来 构造 满足 B.C. 的 特征 
函数 的 . 一 旦 每 个 初始 条 件 表示 为 特征 函数 的 线性 组 合 ( 即 , 写成 一 个 特征 函数 
的 展开 式 ), 则 求 得 初 边 值 问题 的 解 通常 是 简单 的 . 特征 函数 展开 (参看 4.4 节 ) 
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构成 了 定义 在 光滑 (可 能 是 弯曲 ) 的 称 为 流 形 的 多 维 空间 上 函数 的 Fourier 级 数 
的 自然 推广 , 即使 在 其 上 , 比如 由 于 缺少 对 称 性 , 变量 分 离 是 不 可 行 的 . 


在 8.1 节 用 直角 坐标 考虑 标准 的 高 维 热 方程 , 波 方 程 和 Laplace 方程 , 利用 
多 重 Fourier 级 数 和 多 重 Fourier 变换 求解 这 些 偏 微 的 初 边 值 问题 . 在 8.2 节 引 
入 Laplace 算 了 于 的 特征 值 和 特征 函数 的 统一 概念 ， 主 要 在 矩形 上 . ERA CE 
形 上 适当 函数 的 特征 函数 展开 (多 重 Fourier BAX) 的 一 致 收敛 定理 . 第 8.3 节 
讨论 了 用 球 坐 标 表 示 的 标准 的 偏 微 . 以 几何 上 自然 方式 定义 了 球面 上 的 Laplace 
BF, 以 及 引入 它 的 特征 因数 ( 称 为 球面 调和 函数 )， 在 第 8.4 节 证 明了 球面 上 
的 C? KR f 的 特征 函数 展开 式 (f 的 Laplace 级 数 ) 一 致 收敛 到 f. 在 其 他 
的 问题 中 , 我 们 还 研究 在 一 个 实体 球 内 的 热流 以 及 振动 气球 的 波 问 题 . 在 第 8.5 
PERRERA, 如 Bessel 函数 以 及 它们 在 解 柱 内 热 问题 和 表示 圆 形 膜 振 
动 方式 中 的 用 处 . 还 求解 了 用 量子 力学 描述 氨 原 子 中 的 电子 能 级 的 Schrödinger 
方程 . 在 第 8.6 SA n- 维 空间 中 光滑 k- 维 流 形 概 念 , 并 在 这 种 对 象 上 定义 了 
Laplace BF. 在 最 后 一 节 中 , 叙述 了 有 关 特 征 函 数 的 性 质 , 它们 在 解 的 构造 以 
及 在 流 形 上 标准 偏 微 问题 的 Green 函数 的 应 用 结果 . 虽然 这 里 没有 对 这 些 结果 
都 给 出 证 明 , 但 提供 了 它们 证 明 的 参考 文献 . 


88.1 高 维 的 偏 微 一 一 直角 坐标 


本 节 我 们 重新 引出 与 应 用 密切 相关 的 高 维 热 方程 , 波 方程 和 Laplace 方程 . 
在 本 节 仅 限 于 矩 形 或 长 方 体 上 的 边 值 问 题 , 所 以 用 直角 坐标 . 由 于 这 些 技巧 (分 
离 变量 , 合 加 原理 和 Fourier 级 数 ) 都 是 相当 熟悉 的 , 所 以 可 包括 很 多 领域 . 
矩形 和 长 方 体 上 的 热 方 程 


在 第 6.1 节 已 求 得 在 一 均匀 介质 中 二 维 热流 温度 v(z, y, t) 可 遵循 的 唯一 可 
能 的 二 阶 线性 偏 微 是 


ut = k(Uzz 十 Uyy), (1) 
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其 中 有 是正 常数 ( 热 的 扩散 率 ) 且 假设 无 热源 . 在 矩形 情形 , 产生 了 在 和 矩形 的 边 
上 温度 保持 0 的 (1) 的 最 简单 的 初 边 值 问题 , 即 


D.E. wu=k(uzt+uyy), O< rel, 0O<y<M,t>0; 
B Dea u(x, M,t) = 0, 


u(0,y,t)=0, u(L,y,t)= 0; 
I.C. u(x, y,0) = f(x,y), 


其 中 f(z,y) 是 连续 函数 , 在 矩形 的 边界 上 等 于 零 , FREER u(r y, t) 对 
t> 0 是 连续 的 . 进行 分 离 变量 , 把 乘积 解 u(x, y, t) = X(z)Y(y)T(t) 代入 (1), 并 
把 t 从 z 和 vy 中 分 离 出 来 , 得 

TH xX” y" _ 


本 


b 为 某 个 常数 . 于 是 , 对 某 个 常数 c 有 


(4) 


=b-—=c 或 
x Y Y” + (c—b)Y =0. 


Si y” | X”—cX=0, 
由 B.C. u(0,y,t) = 0 Ml u(L,y,t) = 0, RA c= cn 三-(nr/D)2 B. X(z) 是 
sin(pnrz/ 研 ), n = 1,2,3,… 的 常数 倍 时 才能 避免 零 解 . 类 似 地 , 由 B.C. w(z,0， 
t) = 0, u(x, M, t) = 0 和 方程 Y” + (c— b)Y = 0 #82 c— b = (mx/M)? Al Y (y) 
必 是 sin(mry/M), m = 1,2,3,--- ABR. -的 可 能 值 , 记 作 Anim, 由 以 下 
给 出 


- cn = 7? (F) + (ZY), m, n= 1,2,3,--- i (5) 


由 (3), 有 T" = kbT, 因此 (2) 的 D.E. 和 B.C. 乘积 解 族 由 以 下 的 常数 倍 组 成 


Unm(Z, y, t) = e> mkt sin = sin ae m,n = 1,2,3,.... (6) 


由 于 (2) 的 线性 齐 次 D.E. 和 B.C., 可 应 用 三 加 原理 得 到 D.E. 和 B.C. 的 更 一 般 


. 486 - 第 八 章 高 维 情形 的 偏 微 


u(z, Y, t) = oS bn,mün,m(T, Y, t) = 


n,m=1 


其 中 整数 n 和 m 独立 地 从 1 取 到 某 个 有 限 数 N. 24 t= 0 时 ， 


u(x, y,0 = bn,m sin < 一 一 3 sin aot (8) 


nym=1 


如 果 (2) 中 的 初始 温度 f(x,y) 具有 这 种 形式 , 则 (7) 是 (2) 的 解 . 当然 , 不 是 每 
个 给 定 的 f(z,y) 会 正好 具有 这 种 形式 . 然而 , 可 期 望 适当 好 的 f(x,y) 可 由 形 如 
(8) ARKEL, 比如 在 某 个 正 实验 误差 之 内 . 有 一 个 最 大 值 原理 (可 用 第 3.2 节 
中 最 大 值 原理 相同 的 方式 叙述 和 证 明 ) 隐 含 D.E. 和 B.C. 的 两 个 解 相 差 不 会 超 
过 它们 在 t = 0 时 的 最 大 值 . 因此 , 在 初始 逼近 中 的 误差 不 随 t 的 增加 而 变 大 . 
此 外 , (2) 的 唯一 性 由 最 大 值 原理 保证 . 和 (8) 称 为 (有限 ) 二 重 Fourier 正弦 级 
数 . 更 精确 地 , 有 以 下 定义 


HÆ (0 < x <L,0<y< M) EMR f(z,y) 的 二 重 Fourier 正 弦 级 数 是 表 
示 式 


oo 
n,m Sin ak sin Tr, (9) 


nym=1 


其 中 


bn,m = af a f(a, y) sin Z2 F- sin dady, m,n =1,2,3,---, (10) 


只 要 这 些 积分 存在 . 


在 第 8.2 节 将 讨论 二 重 Fourier 级 数 以 及 一 些 它们 的 收敛 性 质 . 如 果 初 始 温 
度 的 二 重 Fourier 正弦 级 数 存 在 , 则 (2) 的 形式 解 由 (7) 给 出 , 其 中 入 由 oo 车 
换 , bam 由 (10) 给 出 . 如 果 除 了 有 限 项 之 外 bnm 都 等 于 零 , 则 该 形式 解 显然 是 
精确 的 Co 解 . 下 面 的 证 明 将 会 困难 得 多 : 如 果 函 数 f(x,y) 是 在 闭 和 矩形 上 连续 ， 
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在 矩形 的 边 上 为 零 , 则 形式 解 对 上 > 0 定义 了 (1) 的 一 个 真实 解 , 当 t 一 0+ 时 该 
解 可 连续 延 拓 到 f(z,y). 回忆 起 这 种 类 型 的 结果 在 一 维 情形 通过 把 解 表示 成 经 
适当 延 拓 的 初始 温度 与 热 方程 的 基本 解 的 卷 积 给 出 过 证 明 (参看 第 7.5 节 的 定 
理 1). 在 问题 (2) 的 情形 , 令 fool y) 是 f(x,y) 的 唯一 的 延 拓 (到 整个 zy- 平 
H), 关于 zx 是 奇 的 和 周期 的 (以 27 为 周期 ), 且 关 于 y 是 奇 的 和 周期 的 (以 2M 
为 周期 ). 则 问题 (2) 唯一 的 连续 解 可 写成 以 下 形式 


u(a, y,t) = ca! / el(2—2)° +(y—B)"1/(4kt) F(z, J)dzdy, t>0, (11) 


其 中 当 上 = 0 时 , u(z,y,0) = f(z, y). 解 (11) 通过 镜像 法 获得 (参看 第 7.5 4), 
由 镜像 法 把 初始 温度 f(z,y) 适当 延 拓 (取决 于 B.C.) 到 定义 在 整个 平面 上 的 
F(x,y). 则 


1 co oo 
u(x, y,t) = zal / ele) +(v 0) /kt) F(z, g)dedg (t>0), (12) 
一 oo J 一 oo 


是 在 整个 平面 上 热 方程 初 值 问题 的 解 . 解 (12) 经 形式 利用 二 维 Fourier 变换 方 
法 得 到 , 我 们 将 在 8.2 节 讨 论 二 维 Fourier BH. (注意 到 4rkt 的 平方 根 在 (12) 
中 不 出 现 , 因为 热 方程 的 二 维 源 解 结果 是 z 方向 和 yy 方向 两 个 一 维 源 解 的 乘积 .) 
如 同一 维 情形 (参看 第 7.4 节 的 定理 1), 利用 Leibniz 法 则 可 直接 证 明 , 对 上 > 0, 
(12) 是 热 方程 的 C” ft, 只 要 Fla, y) 是 连续 和 有 界 的 (或 绝对 可 积 的 ). 在 这 种 
情形 , 如 同 前 面 , 也 可 证 明 当 t 一 0+ 时 , (12) 连续 地 延 拓 到 初始 温度 F(x, y)(%4 
RA F(z,y) = f(z,y), 0O<r<L,0<vy< M). 


在 选取 延 拓 F(x,y) 时 , 根据 B.C.( 如 同 在 (2) 中 ) 解 要 求 为 零 的 每 条 边 上 , 我 
们 用 奇 延 拓 , 而 对 于 是 绝热 的 每 条 边 上 ( 即 , 在 B.C. 中 , 如 果 温 度 w(zx,y,t) 的 


偏 导数 [ 沿 该 边 的 法 线 方向 ] 是 0; 参看 下 面 的 例 2) 我 们 用 偶 延 拓 ， 


例 1 求解 问题 
D.E. uwu=2(uz+uyy), Orgs3, O<y<5, t20; 
B.C. u(x,0,t)=0, u(z,5,t) =0, (13) 
u(0, y,t) =0, u(3, y, t) = 0; 
LC. u(x, y,0) = coslr(z + y)] — coslr(z — y)] + sin(2rz) sin 322. 
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解 我 们 可 用 (7), 只 要 LC. 能 写成 (8) 的 形式 .利用 公式 cos(a + b) = 
cos a cosb 一 sin asin b, 得 到 期 望 的 形式 
u(z, y,0) = 一 2 sin sin szy +sin Sra sin w 
由 于 这 是 (8) 的 形式 , 其 中 L=3, M = 5, 故 可 用 大 = 2 的 (7), 得 


一 218r2t/25 37Y 


e- 人 4 sin(272) sin 


u(z,y,t) = —2 sin(72z) sin(ry) + e 


虽然 将 会 不 方便 , 也 可 把 解 写 成 (11) 的 形式 , 其 中 folz, y) = cos(r(£ + y)) 一 
cos(m(x — y)) + sin(272) sin ay, 它 具 有 所 要 求 的 函数 奇 性 和 周期 性 . 口 

类 似 地 可 处 理 另 一 种 类 型 的 边界 条 件 , 其 中 一 些 边 上 是 绝热 的 而 另 一 些 边 
上 保持 在 0, 如 下 面 例子 所 表示 的 . 


例 2 解 
D.E. wu = k(urs + uyy) O<et<L, O<y<M, t20; 
,0,t) = 0, ,M, =U, 
B.C. u(z,0,t)=0, u,(x t)=0 (14) 
uz(0,y,t)=0, uz(L,y,t)= 0; 


2rz 


LC. u(z,y,0) = cos “4 sin aay. 
如 何 处 理 具 形式 w(x,y,0) = f(x,y) 的 一 般 的 IC.? 

解 这 时 边 y = 0( 0 < 2 < L) 保持 为 零 , 而 其 他 的 三 条 边 是 绝热 的 ， 与 
通常 一 样 , 寻求 D.E. 满足 B.C. 的 乘积 解 , 然后 考虑 LC. 分离 变量 导出 关于 
X 和 了 的 方程 (4). B.C. us(0,y,t) = 0 和 wz(L,y,t) = 0 隐 含 X(z) 是 
cos 好 ,7 = 0,1,2,--- 的 常数 倍 ， B.C. u(z,0,t) = 0 和 u(x, M,t) = 0 KE 
Y (y) 是 sin((m + $)ry/M), m =0,1,2, 的 常数 倍 (参看 第 3.3 节 的 例 2). W 
足 (14)@ 的 D.E. 和 B.C. 的 乘积 解 族 由 以 下 的 常数 倍 组 成 


2 
Un,m(Z, Y, t) = exp (- e + (=) rt) cos “= sin (m ears 
(15) 
n, m=0,1,2,---. 在 更 一 般 初始 温度 f(z,y) 的 情形 , 要 尝试 把 f(z,y) SRR 


数 unjm(z,y,0) 的 线性 组 合 , 然后 wm(z,y,t) 相同 的 线性 组 合 将 给 出 :> 0 的 
解 . 对 眼下 处 理 的 问题 , 注意 到 IC. 只 是 u(z,y,0) = wz1(z,y,0). 因此 


2\? 3 \? 277 3r 
uls, Y, t) = u2,1(z, y, t) = exp (- G) + (sz) | rte) cos —— sin sar 


旬 原 文 误 为 (10). 一 一 译 者 
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如 果 LC. 是 u(z,y,0) = f(x,y), 其 中 f(z, y) 在 闭 矩 形 上 是 连续 的 且 在 边 y= 0 
上 为 零 , 但 不 必 是 (15) 中 的 wm(z,y,0) 的 有 限 线性 组 合 , 则 可 证 (参看 第 7.5 
节 定理 2) 当 上 > 0 时, 以 下 是 D.E. 和 B.C. 的 解 : 


oo 
u(z,y,t) = 2 Cn,mUn,m(Z, y, t), (16) 


n,m=1 


其 中 
com = Taz ie f(x,y) cos a sin mtz 27y IY dredy. (17) 


当 ot 时 该 解 连续 延 拓 到 f(x,y), 但 牵涉 到 导数 的 B.C. 将 不 成 立 , 除非 
f(x,y) 满足 这 些 B.C.. 等 价 地 , 4 t> 0, 有 积分 公式 : 


1 co o0 x x 
u(x, y, t) = za! i e722)? (9-9) 1/(4K4) F(z, g)dzedy, t>0, (18) 
一 Do J 一 co 


其 中 F(x,y) 是 f(c, y) 的 唯一 延 拓 (到 整个 xy- 平面 ), 关于 x 是 奇 的 和 周期 的 
(以 27 为 周期 ), 关于 y 是 周期 的 (以 4M 为 周期 ), 关于 y = M 是 偶 的 , 关于 
y 二 0 是 奇 的 (参看 第 5.3 节 例 2, 其 中 用 了 这 种 延 拓 ). 口 

容易 把 上 述 的 考虑 推广 到 三 维 热流 情形 . 与 其 讨论 一 般 的 情形 我 们 不 如 来 
考虑 一 个 例子 . 

例 3 一 边 长 为 1 的 立方 体 , 具 热 扩散 常数 k， 最 初 处 于 常数 沸点 温度 
100°C, 突然 (在 上 = 0) 被 置 于 0°C 的 冰 水 中 . 求 作为 t 的 函数 在 方 体 中 心 的 温 
RE, 并 证 明 当 上 充分 大 时 该 温度 = 6400r- 3e737kt, 估计 最 小 的 t 使 得 在 该 中 心 
的 真实 温度 与 此 近似 在 10% 之 内 (比如 , 在 5760r-s3e-3r Kt 与 7040n-3e-3" kt 
之 间 ). 

PR 设 该 方 体 由 0 < zx, y, z < 1 RM. 鉴于 B.C. u(0,y,z) =0, u(l,y,z) = 
0, u(z,0,z) = 0,---, 由 分 离 变 量 得 到 热 方程 wt = kK(wzz 十 Uyy + Ure) 关于 这 些 
B.C. 的 以 下 乘积 解 族 : 


Unmp(T Ys z, t) = ETON tn tp Rt sin (azz) sin(mmy) sin(prz). 
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当 z, y 或 z 等 于 0 或 1 时 , 所 有 这 些 解 为 0. 因此, 这 些 解 的 和 加 


u(z,y,z,t)= > Bnmpunm,pl(T,y,z,t) 


n,m,p=1 


当 t= 0 时 在 方 体 的 各 个 面 上 不 可 能 是 100. 于 是 , 我 们 作 形 式 处 理 . 假设 严格 
在 方 体 的 内 部 , 有 


oo 
100 = 5 Brm,ptn,m,p(2, y, z, 0). (19) 


n,m,p=1 


注意 到 这 些 函 数 wun,m,p(z,y,z,0) 在 方 体 中 在 以 下 意义 下 是 正 交 的 


1 1 1 
f 1 f Unmp (L,Y, 2,0)un,m,P(2, y, z, 0)dxdydz 
0 Jo Jo 


_J 0, MRnANKRmAzM RFP, 
“| 2， 如 果 n=N,m=M 和 p=P 


8? 


则 形式 地 由 该 正 交 性 和 (19), 得 


1 Al pl 
Bn,m,p =8 f j f 100 sin(nrz)sin(mry)sin(prz)dzdydz 


800 1 il = 
ae ge el ee ae 
_ |) ap 如 果 n, mM p 是 奇数 ， 
0, 其 他 . 
因此 , 形式 上 有 
u(z, Y, Z, t) = A 2 ape ete sin(nnz) sin(mmy) sin(prz). 


(20) 
虽然 形式 上 得 到 这 个 公式 , 但 可 证 明 对 t > 0, (20) 定义 热 方程 一 个 Ce f, H 
对 (x,y,z) 严格 在 方 体 的 内 部 , 有 w(z,y, z 0+) = 100. 计算 该 解 在 方 体 中 心 的 
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00 + l e-(m?+n?+p?)n?kt(_])(n+m+p-3)/2 


n 
n+m+p=2q+3 
nm, p A 


400 = ~ 1 
PE | £ | en 


关于 9 的 求 和 是 交错 的 , 但 括号 内 的 表示 式 , 记 作 Alq, t), 当 9 增加 时 不 总 是 单 
减 的 (例如 ,4(0,0) = 1 和 A(1,0) = 1).( 读 者 也 许 希望 判断 4(q,0) Xt q > 1 是 
BAF g 是 单 减 的 .) 因此 , 无 法 得 出 一 个 部 分 和 的 误差 不 超过 后 面 一 项 . 然而 ， 
即刻 我 们 将 会 求 得 一 正 数 to, 使 得 对 t >to, Alq, t) 关于 g 总 是 单 减 的 , 于 是 
对 t > to, 这 第 一 项 e-3" kt 与 整个 和 (21) 相差 不 超过 第 二 项 的 数值 e7 kt, 
对 t > In10/(87?k) = 0.02916/k, 该 第 二 项 小 于 第 一 项 的 10%. AEX} t > 
0.02916/k, 只 用 第 一 项 来 近似 (21) 由 此 产生 的 误差 小 于 10%, 如 果 现 在 要 确定 
的 to 的 值 小 于 0.02916/k 的 话 . ACK to, 注意 到 满足 n+m 二 p= 2g 十 3 的 每 
组 三 元 数 (n, m, p) 产生 和 数 为 2(g 十 1) 十 3 的 三 元 数 ( 即 , (n 十 2,m,p), (n,m 十 
2,p), (n,m,p+2)). 然而 , 在 这 种 过 程 中 , 指数 中 的 因子 (n? +m? +p) 至 少 增 
加 6 (例如 , (n +2)? > n?+2n+4>n?+6). 因此 , 考虑 所 有 的 三 元 数组 , 得 到 
A(q+1,t) < 3e78""** A(q, t). 因此 , Alq, t) 必 关 于 q 严格 递减 , 只 要 se O77 ht < 1 
BK t > ln3/(6r?k) = 0.0186/k = to. 于 是 , 由 于 to < 0.02916/k, 故 在 中 心 的 温度 
将 在 6400r-se-sr Kt 的 10% 之 内 , AE t > 0.02916/k. 可 验证 , 24 t = 0.02916/k 
时 , AiG k AA, 该 近似 温度 = 87°C. 口 

注 记 ew (20) 以 下 面 的 做 法 可 用 一 个 积分 公式 来 表示 ， 把 空间 分 解 成 
方 体 , 这 些 方 体 的 顶点 的 坐标 都 是 整数 ， 令 Fly) 是 这 样 的 函数 : 在 方 体 
0 < zy, z < 1 内 为 1, 在 该 方 体 的 每 个 面 上 为 0, 在 与 该 方 体 相 邻 且 有 一 
个 公共 面 的 方 体 严格 内 部 为 -1. 重复 这 种 方式 , 使 F(z,y,z) 在 整个 空间 有 定 
X, FF(z,y,z) 在 每 个 方 体内 部 为 1 或 -1 且 在 公共 面 上 为 0( 平 均值 ). 通过 应 用 
Fourier 变换 技巧 , 对 上 > 0 得 到 另 一 解 : 


can 一 人 l. J: e (2-2)? +(y—9)? + (2-2)? ] /(4kt) , 
(4nkt)? 一 oo J 一 co J 一 oo (22) 


F(&, 9, Z)dzdydi. 
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解 的 这 种 形式 似乎 计算 起 来 更 困难 . 然而 , 如 果 取 z = y = > = 1, 且 把 积分 
区 域 限制 在 有 限 的 长 方 体 B, -1 < x, 9, 2 < 2( 包 括 27 个 单位 方 体 并 以 原 
方 体 作 为 中 心 ) 之 内 的 话 , 对 小 的 t > 0( 即 , 当 例 3 中 的 近似 是 不 好 的 时 刻 ) 
可 得 到 u(i, d,d, t) 很 精确 的 近似 ， 对 小 的 t, 这 种 新 的 近似 将 是 好 的 , 因为 对 
z=4=:z= 立 和 充分 小 的 正 数 t, (22) 的 被 积 函 数 在 B 外 非常 小 . 在 B 上 的 积 
分 可 用 数值 计算 或 用 好 的 正 态 分 布 表 帮助 下 计算 . 口 


长 方 体 上 的 Laplace 方程 
也 许 长 方 体 上 Laplace 方程 最 简单 类 型 的 问题 是 


D.E. Uzz + Uyy + Uzz = 0, O0<r<cL,0<y<M,0<2z<P; 


B.C u(z,y,0) = f(x,y), u(x, y, P) = g(x,y), (23) 
=~ u(z,y,z)=0, EM c=0, c=L, y=0, y=M EF, 


其 中 f 和 g 是 给 定 的 在 矩形 0 < xz < L, 0 < y < M 上 连续 的 函数 , 它们 在 该 矩 
形 的 边界 上 为 零 . 我 们 寻求 D.E. 在 长 方 体内 的 (C?) 解 , 该 解 在 满足 B.C. 的 意 
义 下 连续 延 拓 到 长 方 体 的 边界 . 熟悉 的 方法 是 利用 分 离 变 量 来 求 满足 齐 次 B.C. 
的 那些 乘积 解 X(z)Y(y)2(z), Ra AREA, 取 这 些 乘积 解 的 线性 组 合 使 
其 满足 B.C. u(z,y,0) = f(z,y) 和 w(z,y,P) = g(x,y). 把 乘积 X(x)Y (y)Z(z) 
代入 D.E. 得 到 X 44 Z = 0. 这 些 项 中 的 任 一 项 不 可 能 被 消除 留 下 剩余 
两 项 的 和 式 , 除非 被 消除 项 是 常数 (为 什么 ?). 根据 过 去 的 经 验 , 我 们 知道 为 使 
X(z) 满足 B.C. X(0) = X(L) =0, WA X(x) 是 sin 272, n=1,2,3,--- 的 常数 
倍 , 类 似 地 , Y(y) 是 sin T, m = 1,2,3,--- 的 常数 倍 . 对 每 对 (n,m), 关于 Z 
的 方程 是 Z" 一 mz?[(n/L)? + (my/AM)2]Z = 0. 考虑 到 (可 能 的 ) 非 齐 次 B.C. 是 给 
定 在 面 2=0 和 z= 已 上 这 样 的 事实 , 表示 关于 2 的 方程 的 通 解 的 一 个 很 方便 
的 方式 是 


1 . A 
Zn,m(2) = ERFT ey (anm sinh((P — z)\/Xn,m) + bn,m Sinh(z/An,m)), 
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其 中 Dam = r/n/L} + (m/M)?. 因此 , 齐 次 D.E. 和 B.C. 更 一 般 的 解 是 


注意 到 在 面 z=0 和 z= P 上 ,有 


N 


,NAT ， mr 
u(x, y, 0) = 5y anm Sin —— sin T 
n,m=1 
和 
mr 
u(z,y, P) = È hamsin sn T, 


因此 , 如 果 f(x,y) 和 g(x,y) 分 别 由 这 些 有 限 二 重 Fourier ERAH, 则 问 
题 (23) 的 一 个 解 由 (24) 给 出 . 当 f(x,y) 或 g(z,y) 不 是 有 限 二 重 Fourier E3% 
级 数 时 , 我 们 有 形式 解 , 用 很 大 的 努力 可 证 明 该 形式 解严 格 在 长 方 体内 是 有 效 的 
并 可 连续 延 拓 到 长 方 体 各 面 上 指定 的 值 . 对 Dirichlet 问题 (23)( 或 更 一 般 地 , 在 
R”, n = 1,2,3,- 中 任 一 有 界 开 集 上 的 Dirichlet 问题 ) 有 最 大 值 最 小 值 原 理 ， 
可 像 第 6.4 节 定 理 1 的 证 明 那 样 来 给 予 证 明 . 于 是 , 边界 数据 的 合理 的 近似 导 
出 在 内 部 合理 的 解 . 

例 4 求 常数 c, 使 得 以 下 Neumann 问题 有 解 , 并 求 出 这 样 的 解 . 解 唯一 
吗 ? 


D.E. Uzr + Uyy tUzz =0, 0<T, Y, Z<T. 
B.C uz(0,y,z) = uz(T, y, z) =0, uy(z,0,z) = uy(z, 7, z) = 0, (25) 
A uz(z, y,0) = 0, uz(z, y, 7) = c + 4sin? z cos? y. 


解 很 快 可 验证 D.E. 满足 齐 次 B.C. 的 乘积 解 具 有 形式 : 
Un,m(X, Y; Z) = n,m cosh( Vn? + m?z) cos(nx) cos(my), n,m = 0,1,2,---. 


MARIRE E Eh 


N 
u(x, y,z) = > an,m cosh( Vn? + m?z) cos(nz) cos(my), (26) 


n,m=0 


- 494 - 第 八 章 高 维 情形 的 偏 微 
对 此 , 有 


N 
Uz(T,Y, T) = bb an,m VN? + m? sinh( Vn? + m2n) cos(nz)cos(my). (27) 


n,m=0 


注意 到 最 后 的 表达 式 是 具有 零 常数 项 ( 即 V0z +0? = 0) 的 有 限 二 重 余弦 级 数 . 
(25) 中 非 齐 次 B.C. 可 写成 有 限 二 重 余弦 级 数 的 形式 : 


Uz(T,Y,7) = (c + 1) — cos(27) + cos(2y) — cos(27) cos(2y). (28) 


如 果 c= —1, 则 可 相 比较 (27) 和 (28) 的 系数 得 到 解 


= cosh(2z){cos(2y) 一 cos(2z)] _ cosh(z V8) cos(2z) cos(2y) 


u(x, y, 2) 2 sinh(27) v8 sinh( V8) 


可 对 该 解 加 上 任 一 常数 得 到 又 一 个 解 . 为 理解 为 何必 须 取 c = -1， 回 忆 起 
u(x, y, 2) 可 解释 为 稳 态 温度 函数 , 它 只 有 当 通 过 这 些 面 的 热能 净 流量 是 0 时 
才 存 在 . 因此 , c+4sin? zcos?y 在 面 z = x 上 的 积分 必须 为 零 , 所 以 c= -1. o 


和 矩形 上 的 波 方程 


令 ulz, y, t) BAER 0 <z < L, 0<y < M 上 均匀 薄膜 的 横向 位 移 (在 
z 方向 ). 利用 与 第 6.1 节 相 同 的 论证 , 导出 支配 这 种 位 移 的 唯一 的 线性 二 阶 偏 微 
是 二 维 波 方程 un = a2(uzz + uyy) 是 可 能 的 , 其 中 a 是 受到 干扰 的 薄膜 中 传播 
的 常 速度 . 关于 u(c,y,t) 合适 的 初 边 值 问题 是 


D.E. ug = a2(uzz + uyy) O<zTK<L,0<y<M, -w<t<o; 
{ u(x,0,t)=0, u(x, M,t) =0, 


29 
u(0, Y, t) =0, u(L, Y, t) = 0; ( ) 


LC. u(z,y,0)=f(z,y), u(r,y,0) = g(a, y). 


分 离 变 量 过 程 与 二 维 热 问 题 类 似 , 除了 以 T” — baT = 0 (RT! — bkT = 0. 
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如 前 , —b 的 允许 值 是 (5) 的 Anm, 因此 , 得 到 乘积 解 集合 


Un,m(2, y, t) = (an,m cos(atV Anm) + bam) sin(at V Mn,m ) sin = sin 一 一 一 hod 


其 中 
= (FP + (Fy), n,m = 1,2,3, 


如 果 初 始 位 移 和 初始 速度 是 有 限 二 重 Fourier FIZ% 


NTE MTY NAT MTY 
f(x,y) -> An msin 2 = sin OY M’ g(x,y) = -> n,m Sin — 7 二 sin M’ 
则 问题 (29) 的 解 是 
B 
u(z,y, t) = 2 Un,m(2, Y, t), 其 中 Qn,m = An,m 和 bn,m zy Roe (32) 


由 (30) 定义 的 函数 un,m(z,y,t) 称 为 矩形 膜 的 (n,m) 级 谐 波 . 该 谐 波 的 频率 是 
单位 时 间 实 现 的 振动 的 次 数 , 即 


例 5 证 明 : 如 果 (L/M)? 不 是 有 理 数 , 则 没有 两 个 谐 波 (30) 有 相同 的 频 
率 . 对 正方 膜 , 证 明 有 无 穷 多 对 具有 相同 频率 的 谐 波 . 
解 假设 Vn,m = Vp,g 和 (n, m) 天 (p, q). 则 n # 了 和 m = d( 为 什么 ?). 


此 ， g? cad m? # 0, 故 
iy _ s n? — p? TR 
EG (T eG. )” 隐 含 Fm M? 
因 这 最 后 的 等 式 的 左边 是 有 理 数 , 则 L?/M? 必 是 有 理 数 , 这 与 假设 矛盾 . 对 正 
方 膜 , 注意 到 即使 n Am, A vmn = vn,m. 因此 , 对 正方 膜 , (m,n) 级 谐 波 和 
(n,m) 级 谐 波 有 相同 的 频率 . 口 
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概要 8.1 
1. 二 维 热 方程 : 初 边 值 问题 


D.E. u= k(urs +uy), O<t<Ll, O<y<M, t > 0; 


B u(z,0,t)=0, u(#,M,t) =0, (S1) 
u(0, Y, t) = 0, u(L, Y, t) = 0; 
I.C. u(x, Y, 0) = f(z, y), 
其 中 
N 
f(z,y) = 5 bn,m Sin m sin = (S2) 
n,m=1 x 
有 由 以 下 给 出 的 解 
ad NTE MTY 
_ —An mkt os RAT 
u(z,y,t) = 2a bome sin T sin M’ 
其 中 


21/ 即 \、2 M .2 
= r((— =A; „m= 1,2,3. 
Mn,m (P) PIO n,m 2,3 


2， 积 分 表示 :， 在 上 述 问 题 (S1) 中 , 如 果 flz,y) 在 闭 矩 形 上 是 连续 的 (但 不 
必 是 形 如 (S2)), 且 在 每 条 边 上 为 零 , 则 (S1) 的 唯一 的 连续 解 是 


1 oo co E i 7 
u(x, y,t) = init f f e7 le-2)+lu-0)]/(4kt) F (F, g)dzdy, t > 0, 
一 co J 一 oo 


(A u(x,y,0) = f(x,y)), 其 中 foo(w.y) 是 f(z,y) 唯一 的 延 拓 (到 整个 平面 ), 关 
于 z 是 奇 的 和 周期 的 (以 2 工 为 周期 ) 以 及 关于 y 是 奇 的 和 周期 的 (以 2M 为 
周期 ). 


3. 二 重 Fourier 正弦 级 数 : BM f(z,y) 在 矩形 0<z<L,0<sysM 上 
的 二 重 Fourier 正弦 级 数 是 表示 式 


co 
MTY 


_ NTE , 
J bn,m sin ~p~ sin M `’ 


nym=1 
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其 中 
4 Mb . NTT . MTY 
bam = ZH J, J f(z, y) sin [— sin [= dady, n,m = 1,2,3,-:*, 
只 要 这 些 积分 存在 . 
4. Laplace 方程 : 问题 
D.E. tg, +Uyy t+Uzz =0, O< a< Lb, 0<y<M,0<2z<P; 


B.C u(z,y,0) = f(x,y), u(x,y,P) = g(x,y), 
as u(z,y, z) = 0, 在 面 z=0,2=L, y=0, y=M 上， 


其 中 
MTY 
f(x,y) = > an m sin 二 二 sin 
n, m=1 
和 
N 
= 5h sin = sin bed 
n,m M ’ 
n, m=1 
的 解 由 以 下 给 出 
= NTE ， MTY 
u(x, y, z) = Z Zn,m(z) sin > sin ap 
nym=1 
其 中 


1 
Zn,m(z) 一 sinh(PVX (anm sinh((P z)y An,m) + n,m sinh(zV Anim), 
以 及 Nam = 0 yG) + GF. 
5. 二 维 波 方程 : 问题 


D.E. Utt = a? (Uzz + Uyy), O<r<L,0<y[<M, -w<t<oo; 
BC. u(z,0,t)=0, u(x, M,t) =0, 

u(0, Y, t) = 0, u(L, Y, t) = 0; 
I.C. u(z,y,0)= f(x,y) u(x, y,0) = g(x,y), 
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其 中 
MTY 
f(z,y) = D An, msin 2 2 sin M 
n, m=1 
和 
N NTT MTY 
glz, y) = D Bn,m sin EA sin M 
n,m=1 
的 解 是 


N 
B 
u(x, y,t) = 5 Un,m(2, y, t), A anm = An,m 和 bn,m a 


nym=1 ji a Yanm 
其 中 (n,m) Ri un ym(2, y, t) 是 


m 
Un,m(2, Y, t) = (an,m cos(aty/Anjm + bn,m sin(at y Àn m sin — 一 -一 Z sin =, 


以 及 VAnm = 1 /(FR)? + (FF) Z, Un,m 的 频率 为 oe V An,m, n,m = 1,2,3,- 


练习 8.1 
1. 求解 问题 
D.E. u: = 6(uzrr + uyy) O<r<2,0<y<3, t20; 
B.C. u(z,0,t)=0, wu(z,3,t) = 0, 
u(0, Y, t) and 0, u(2,y, t) = 0; 
I.C. u(z,y,0) = 4sin z sin(my) 一 2sin(rz)sin a 
2. 求解 问题 
D.E. u: = Uss +uy, OS r<1,0<y<1,t20; 
B.C. u(z,0,t)=0, u(z,1,t) = 0, 
uz (0, y, t) = 0, uz (1, y, t) = 0; 
LC. u(x,y,0) = 2sin? (2x2) sin(my). 
3. 求解 问题 


D.E. Ut = Urz + Uyy 0 入 zz 入 1 0 入世 1 t20; 
u(z,0,t)=0, u,(z,1,t) = 0, 
uz(0,y,t)=0, u(1,y,t) = 0; 


LC. u(z,y,0) = sin Gs ty) —sin zz cos 2Y, 
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4. 一 矩形 平板 0 < z < L, 0 < y < M 具有 热传导 常数 k, 在 边 y=0 和 y =M 上 绝热 ， 
在 边 z=0 和 z= 上 上 保持 零 温度 . 
(a) 对 给 定 的 连续 初始 温度 分 布 u(z,y,0) = f(z,y), 写 出 在 该 板 上 二 维 热 流 适当 的 初 
边 值 问题 . 
(b) 利用 二 重 Fourier 级 数 , 形式 求解 在 (a) 部 分 建立 的 问题 . 
(c) 利用 镜像 法 ( 即 , 通过 利用 初始 温度 到 整个 zy- 平 面 适当 的 延 拓 ; 参看 第 7.5 节 ), 获 
得 形 如 (12) 的 形式 解 的 积分 表示 式 . 


5. 设 f(z,t), g(y,t) 和 h(z,t) 分 别 满足 热 方 程 fe = fc， gt = kgvy 和 he = khzz. 证 
AH w(x,y,z,t) = f(z,t)g(y,t)h(z,t) 满足 ut = 上 (wzz 十 Uyy + uzz). 在 波 方程 情形 同 
样 的 构造 行 得 通 吗 ? 为 什么 行 或 为 什么 不 行 ? 


6. (a) 利用 习题 5 的 技巧 , 证 明 : 如 果 F(x), Gly) 和 H(z) 是 连续 和 有 界 的 , 则 问题 


D.E. uz = k(uzz + Uyy +Uzz), —OO<2,y,z< 00, t>0; 
LC. u(x,y,z,0+) = F(x)G(y)H(z) 


的 一 个 解 是 


u(z,y,2,t) = 


Ps Ta f / / e727 4-9)? +(2~-2)"1/(489 pz)G(I) H(Z)dadgdz. 
一 co J 一 oo J — o0 


(b) 如 果 在 (a) 中 的 F(x)G(y) H(z) 以 这 种 形式 函数 的 有 限 线性 组 合 (例如 , 有 限 三 重 
Fourier 级 数 ) 来 替换 , 则 所 给 的 解 将 仍然 有 效 吗 ? 请 解释 . 
(c) 为 什么 在 (a) 部 分 的 解 不 是 唯一 的 ? 
提示 参见 第 7.4 节 的 例 1. 
7. 考虑 例 3 中 的 方 体 . (a) 如 果 该 方 体 在 它 的 一 个 面 上 绝热 , 则 对 大 的 t, Æ (4,4,4) 的 
温度 是 多 少 ? 
(b) 如 果 方 体 除了 一 个 面 之 外 都 是 绝热 的 , 则 在 (4,4,4) 的 温度 是 多 少 ? 
(c) 如 果 方 体 在 两 个 面 上 是 绝热 的 , 为 使 对 大 的 t 在 中 心 的 温度 降 得 最 小 , 应 该 选 两 个 
相 邻 的 面 还 是 选 两 个 相对 立 的 面 ? 
8. 解 


D.E. wzz 十 yy 十 zz 一 0，0<zZ<3r, 0<y<2r, 0<z<l; 


BC u(z,y,0)=singsiny, u(z,y,1) =0, 
- u(z,y, z) = 0, £H z= 0, z= 3r, y=0, y= 20 E. 
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9. 


10. 


11. 


12. 
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解 


D.E. Uzr 十 zy ttzz =0, O< 2, Y, 2< 7; 


BC uz(0,y,z) = u(t, y, z) =0, uy(x,0,z) = uy(z,7,z) = 0; 
ba uz(x,y,0) = cos z sin? y, uz(z, y, n) = 0. 


(a) 考虑 长 方 体 0 < xz < L, 0<y <M, O0<7z <P. 假设 在 该 长 方 体 的 八 个 顶点 ( 角 
点 ) 赋予 实数 值 . 证 明 有 唯一 的 具 形 式 u(x, y, z) = azyz 十 bry 十 cyz 十 drzz 十 ez 十 十 
gz + h 的 调和 函数 在 这 八 个 顶点 上 等 于 给 定 的 值 . 

提示 应 用 二 维 的 结果 (参看 第 6.2 节 的 例 1) 得 到 在 两 个 面 xz = 0 和 z= 已 上 的 
调和 函数 f(z,y) 和 g(z,y), 且 在 角 点 具有 正确 的 值 . S ulz, y, z) = [(P—z)f(z,y)+ 
zg(zx,y)]/P. 


(b) 假设 给 定 在 (a) 部 分 的 长 方 体 的 十 二 条 棱 (不 是 面 ) 上 连续 的 函数 , 且 当 三 条 校 相 
汇 一 角 点 时 这 些 函 数 在 该 角 点 处 相等 ， 证明 存 在 定义 在 长 方 体内 部 的 调和 函数 u( 即 
Ure + Uyy + Uzz = 0), 它 可 连续 延 拓 到 边界 , 使 得 该 延 拓 在 每 个 面 的 内 部 是 调和 的 , 并 
在 每 条 棱 上 等 于 给 定 的 连续 函数 . 可 假设 在 每 个 面 上 的 Dirichlet 问题 是 可 解 的 (参看 
第 6.2 节 ). 

提示 首先 , 利用 (a) 部 分 把 问题 转化 成 在 楼 上 给 定 的 旺 数 在 八 个 顶点 等 于 0 的 
情形 . 然后 在 每 对 相对 的 面 上 求解 Dirichlet 问题 , 并 像 (a) 部 分 那样 组 成 一 个 ( 凸 ) 线 
性 组 合 . 把 三 对 相对 的 面 的 结果 相 加 然后 除 以 二 (为 什么 ?). 


解释 为 什么 习题 10 的 结果 允许 我 们 把 长 方 体 上 的 Dirichlet 问题 转化 成 一 个 相应 的 问 
题 , 其 中 在 长 方 体 上 的 边界 给 定 的 函数 在 八 个 顶点 上 为 零 . 解释 为 什么 这 样 的 简化 是 必 
要 的 , 如 果 打 算 通 过 利用 二 重 Fourier 正弦 级 数 求解 面 上 Dirichlet 问题 的 话 , 如 同 对 
(23) 所 做 的 那样 . 


通过 假设 形 如 u(x, y, z) = Ax? + By? + Cz? + Da + Ey + Fz 是 解 , 来 求解 以 下 方 体 
上 的 Neumann 问题 , 其 中 在 每 个 面 上 法 向 导数 是 给 定 的 常数 : 


DE. vzzs+uw+uzz=0 0<z, yz<l; 


B uz (0, y, z) =a0, u,(zx,0, z) = bo, uz(T,y,0) rip, 
uz(l,y,z)=a1, uy(z,1,z)=bi, uz(z,y,1) =c. 


为 什么 该 问题 无 解 , 除非 ao + bo + co = al +b1 十 c1? 在 解 这 个 问题 中 Fourier 级 数 或 
分 离 变量 会 有 任何 作用 吗 ? 为 什么 有 作用 或 为 什么 没有 作用 ? 
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13. 求 以 下 问题 的 形式 解 


D.E. w= a” (uzz + uyy), O< T, Y < 1, -œ {t< Oo 
BC. u(z,0,t)=0, u(z,1,t) =0, 

u(0, y, t) =0, u(1, Y, t) = 0; 
I.C. u(z,y,0)=0, ue(z,y,0) = x(x — 1)y(y — 1). 


14. 在 一 矩形 膜 中 波 传播 的 速度 a 是 600ft/s, 该 膜 最 低 的 两 个 频率 是 每 秒 300 周波 和 每 秒 
400 周波 . 该 膜 的 长 和 宽 是 多 少 ? 


88.2 特征 函数 观点 


本 节 引 入 Laplace 算 子 的 特征 函数 和 特征 值 的 概念 . 这 些 概 念 提供 一 个 统 
一 的 观点 , 由 这 种 观点 能 理解 任意 区 域 上 任意 维 数 的 热 方程 和 波 方程 的 边 值 问 
A. 而 且 , 这 些 概念 不 依赖 使 用 的 坐标 系 的 类 型 , 因此 在 随后 的 子 节 中 当 我 们 研 
究 以 球 坐 标 和 柱 坐标 表示 的 偏 微 时 它们 提供 了 一 个 指导 性 原则 . 还 证 明了 高 维 
Fourier 级 数 的 一 个 收敛 性 定理 , 以 及 讨论 了 高 维 Fourier 变换 . 


A 的 特征 函数 和 特征 值 
注意 到 虽然 函数 


__, NTE . MTY 
Fam(2, y) = sin "E sin M 


因 它 们 不 满足 Laplace 方程 不 是 调和 的 , 但 fam 的 Laplace 是 

Afnm = (fnm)es + (fam) yy = -r (F)? + (V) Frum = DEE (1) 
因此 , 当 Laplace 算 子 A = 25 + 25 作用 在 函数 fnm 上 时 , 结果 是 该 函数 的 
一 个 常数 倍 ， Bj —An,mfan,m- 


一 般 , 对 某 常数 A, 具有 性 质 Ag+ Xg = 0 的 函数 g(x,y) 称 为 人 的 特征 函数 ， 


只 要 g(x,y) 不 是 恒 等 于 零 . 常数 和 称 为 相应 于 特征 函数 g(z,y) 的 特征 值 . 


注 记 “特征 ”是 由 德语 而 来 , 意 为 “自身 ", 该 名 称 大 概 来 自 事实 : 除了 相差 
一 个 常数 因子 , A 把 这 种 函数 变 成 自身 . 因此 , (1) 表明 f(z,y) 是 A 具 特 征 
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值 Anm 的 特征 函数 .对 那些 熟悉 线性 代数 中 的 特征 值 概念 的 读者 可 能 注意 到 
在 线性 代数 的 意义 下 (人 frum = 一 和 n,mfn,m) A 相应 于 fm 的 特征 值 是 -和 nm. 
然而 , 对 现在 的 情形 上 述 的 定义 更 方便 , 因 把 非 负 的 量 Anm Anm 相对 ) 看 
作 特 征 值 更 方便 . 

例 1 证 明 : MR g(x,y) 是 A 具 特 征 值 和 > 0 的 任 一 C? 特征 函数 , 则 

(a) v(x, y, t) = be-xktg(z,y) 是 热 方程 v = kAv 的 解 , 和 

(b) u(x, y, t) = [bcos(aVXt) + bz sin(aVAt)] g(x, y) 满足 波 方程 un = a? Au, 
其 中 b, bi 和 bo 是 任意 常数 . 

解 注意 到 Av = A(be**g) = be "Ag = —be**Ag = 一 Av, 类 似 地 ， 
Au = -Xu 因此, w = —Abke**g = 一 EX = kAv 以 及 uu = 一 (aVX)2u = 
一 02Xu = a? Au. o 

这 个 例子 说 明 人 的 特征 函数 可 用 来 构造 热 方程 和 波 方程 的 解 . 的 确 , 这 些 
偏 微 的 所 有 乘积 解 具有 如 同 例 1 的 形式 . 自然 , Laplace 方程 Au = 0 的 解 是 具 
特征 值 = 0 的 特征 函数 , 例 1 中 构造 的 解 则 是 稳 态 解 . 在 具 齐 次 B.C. 的 问题 
中 , 例 1 中 构造 的 解 将 满足 这 些 B.C., 只 要 特征 函数 g(x, y) 满足 这 些 B.C.. 注意 
到 所 有 这 些 评注 对 任意 空间 维 数 都 成 立 . 特别 对 1 HE, Laplace 算 子 简化 为 4 f, 
它 的 特征 函数 具有 形式 cl sin(bz) + co cos(bz)( 具 特征 值 b2) 或 ciet? + ce (A 
特征 值 —b?). 在 第 三 章 和 第 五 章 讨 论 的 B.C. 提供 了 取决 于 B.C. 的 特别 形式 的 
特征 函数 和 特征 值 (例如 , 当 u(0,t) = 0 和 u(L,t) = 0 时 , sin 272). MAK 
D.E. 和 B.C. 的 热 问题 和 波 问题 , 以 前 的 做 法 可 用 特征 函数 表述 成 以 下 步骤 . 


1. 利用 分 离 变量 , RHR An(n = 1,2,3,---) 的 满足 B.C. 的 特征 也 
数 gn(z,y). 则 如 同 例 1, 以 时 间 的 适当 函数 乘 g(z,y) 得 到 满足 D.E. 和 B.C. 
的 函数 un (x, y, t). 

2. 利用 合 加 原理 组 成 D.E. 和 B.C. 更 一 般 的 解 和 cnun(z, y, t). 


3. 用 特征 函数 的 线性 组 合 ， 比 如 通过 计算 Fourier 系数 , 来 近似 I.C. 中 的 每 
个 函数 (例如 , 初始 温度 , 或 初始 位 置 和 初始 速度 ). 

4. 把 乘积 解 的 和 Y cnun(z,y,t) 代入 每 个 LC., 通过 使 与 步骤 3 求 得 的 系数 
相等 来 确定 wu,,(z,y,t) 的 与 时 间 有 关 的 任意 常数 . 


假设 步骤 1 中 的 特征 函数 os(z,y) 已 经 确定 , 则 剩 下 唯一 可 能 的 困难 是 步 
又 3. 概括 说 来 , Fourier 级 数 ( 单 重 的 , 二 重 的 或 多 重 的 ) 是 以 满足 给 定 的 线性 
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齐 次 B.C. 的 特征 函数 的 线性 组 合 来 恰当 表示 函数 的 学 科 . 的 确 , Fourier 级 数 常 
被 称 作 特征 函数 展开 . 虽然 有 一 些 定理 证 明 特 征 函 数 的 存在 性 以 及 适当 好 的 画 
数 特征 函数 展开 的 有 效 性 , 然而 这 个 过 程 一 个 主要 障碍 是 当 一 个 边 值 问题 的 区 
域 不 是 一 个 标准 形状 , 比如 不 是 长 方 体 , 圆 盘 , BR, 圆柱 , 等 等 时 , 要 求 出 特征 函 
数 是 困难 的 . 在 第 8.3-8.5 节 中 , 我 们 将 确定 对 球 和 圆柱 的 边 值 问题 的 特征 函数 . 

注 记 Fourier 变换 也 可 看 作 当 需要 用 特征 函数 e**( 具 特征 值 £) EEA 
加 (BD, 积分 ) 来 表示 某 种 定义 在 无 穷 区域 上 的 函数 时 提供 了 特征 函数 展开 . 例 
如 , 如 果 f(z) 是 速 减 函数 , 具 Fourier 变换 f(€), 则 反 演 定理 (参看 第 7.3 节 ) 表 


明 f(z) 由 
f(a) = = 站 _ fle (2) 
给 出 , 这 是 A 的 特征 函数 ei HEEZE. 


对 具 齐 次 B.C. 的 热 问题 , 如 果 能 得 到 LC. 中 的 一 数 的 一 个 特征 函数 展开 ， 
则 该 问题 的 解 就 垂 手 可 得 .只 需 对 每 个 特征 函数 乘 上 在 例 1(a) 中 恰当 的 与 时 
间 有 关 的 因子 . 例如 , 如 果 (2) 是 初始 温度 f(z) 的 “特征 函数 展开 ”, 则 热 方程 
ut = kuss 相应 的 假定 性 解 是 (注意 到 eise 对 应 的 特征 值 是 £?) 


u(z,t) = 7 [ik EOG. 


Vir a ” mI flw)e dwe- Meas 


此 为 在 第 7.4 节 求 得 的 解 . 相同 的 技巧 (但 用 多 重 Fourier 变换 ) 得 出 这 种 解 的 
高 维 形式 , 即 在 第 8.1 节 中 的 (12). 也 可 用 这 种 技巧 得 到 平面 或 空间 上 波 方程 的 
D'Alembert 公式 的 高 维 类 似 公式 , 但 有 更 容易 的 方式 (覆盖 在 第 8.3 节 里 ) 得 到 
这 些 公式 . 

例 2 R A 一 个 特征 函数 ,在 一 个 正方 形 的 边界 上 等 于 零 , 但 不 是 形 如 
f(x)g(y) 的 乘积 . 


解 注意 到 如 果 g(x,y) 和 9(z,y) 是 A 相同 的 特征 值 A 的 两 个 特征 函数 ， 
则 任 一 线性 组 合 cigi + czgz 也 是 特征 值 的 特征 函数 . 的 确 , 利用 A 的 线性 性 ， 
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有 Alegi +. c2g2) = c1Ag1 十 c2 作 92 = 一 和 (c191 十 c292). 还 注意 到 如 果 gi (x,y) 和 
glz, y) 在 正方 形 的 边界 上 为 零 , 则 cigi + czg 也 满足 该 边界 条 件 . 特别 , 考虑 
正方 形 0 < zx, y <r 且 对 不 相等 的 正 整数 mn Mm, 令 gi(z,y) = sin(nz) sin(my) 
以 及 令 g(x,y) = sin(mz) sin(ny). 这 些 是 A 具 公 共 特 征 值 (n? +m?) 的 两 个 特 
征 函 数 . 因此 , 它们 的 任 一 线性 组 合 也 是 具 特 征 值 (n? + m?) 的 特征 函数 . 特别 
S a 是 [0,2r) 中 的 任意 常数 , 考虑 线性 组 合 


g(z,y) = cosa sin(nz) sin(my) + sina sin(mz) sin(ny). (3) 


当然 , 当 a = 0, 3, n 时 YF, 该 组 合 化 成 形 如 f(z)h(y) 的 乘积 . 然而 , 对 a 
在 (0,27) 中 的 其 他 值 , g(z,y) 不 能 写成 这 种 形式 (为 什么 ?)， 为 确定 起 见 , 考 
BÁ n = 1,m = 2 Ma = Z 的 情形 . 这 时 , g(x,y) = [—sinzsin(2y) + 
sin(2z) siny]/V2 = V2sinzsiny[ 一 cosy + cosz], 它 不 仅 在 正方 形 的 边界 上 等 于 
F, 在 对 角 线 y = z 上 也 等 于 零 , 且 在 其 他 点 不 等 于 零 . 形 如 f(z)h(y) 的 函数 不 
可 能 在 该 对 角 线 上 等 于 零 , 除非 它 在 正方 形 上 恒 等 于 零 (为 什么 ?). 口 


波 节 曲 线 , 对 称 分 类 和 特征 空间 


特征 函数 g(z,y) 在 其 上 为 零 的 曲线 称 为 波 节 曲线 . 如 果 入 是 特征 值 ( 即 
Ag 十 和 g = 0)， 则 如 同 例 1 生成 波 方程 un = Au 一 个 相应 的 解 ， 比 如 
cos(atV》)g(z,y)， 注 意 到 随 着 膜 以 这 种 方式 振动 , 在 波 节 上 的 点 保持 不 动 ( 即 


人 人 


a=% a-3% a=F 
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随 着 膜 的 振动 , 这 些 点 不 作 上 下 移动 ). MRA RR AY AR HE L?/M? 是 无 
理 数 , 则 由 8.1 节 的 例 5, 不 存在 具有 相同 频率 的 两 个 谐 波 (或 等 价 地 , 不 存在 
具有 相同 特征 值 的 两 个 独立 的 特征 函数 ). 在 这 种 情形 , 任 一 特征 郴 数 的 波 节 曲 
线 由 等 距 水 平 线 和 (或 ) 垂直 线段 组 成 . 如 果 比 L?/M? 是 有 理 数 (例如 , 像 正 方 
JÉ), 则 由 具 相 同 特征 值 的 特征 函数 的 各 种 线性 组 合 的 波 节 曲 线 (参看 (3)) 可 表 
现 为 各 种 各 样 的 形式 . 对 以 式 子 (3) An = 1 和 m = 2 的 线性 组 合 , 对 各 种 a 的 
波 节 曲线 在 图 1 中 显示 . 在 固定 时 刻 t= x/(aV5), ulz, y,t) = cos(atV5)g(z,y) 
相应 的 振动 方式 的 图 也 绘 出 . 当 n = 1 和 mm = 3, 产生 更 复杂 模式 , 如 在 图 2 中 
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所 示 . 

如 果 一 真实 的 正方 膜 以 伴随 多 种 不 同 模式 的 频率 振动 , 则 由 于 方形 方面 的 
微小 偏差 , 膜 中 的 微小 缺陷 , 或 一 些 未 知 的 原因 , 振动 通常 将 只 服从 多 种 可 能 方 
式 中 的 一 种 方式 . 这 是 “自发 对 称 分 类 ”重要 概念 的 一 个 具体 例子 . 虽然 对 称 在 
理论 上 是 精确 的 , 但 在 实际 中 几乎 总 是 违反 的 . 通常 , 如 果 一 个 区 域 具 有 某 些 对 
称 性 , 则 可 推出 许多 特征 值 将 会 有 不 只 一 个 特征 函数 , 因为 在 翻动 或 旋转 该 区 域 
的 对 称 运算 下 不 改变 对 称 性 , 一 个 特征 函数 可 能 变换 成 另 一 个 具 相同 特征 值 的 
特征 函数 . 例如 , 当 正 方形 关于 对 角 线 y = z 翻转 , 特征 函数 sin(nz) sin(my) 转 
换 成 sin(ny) sin(mz)， 因 对 翻 交换 zx My. 由 于 圆 盘 和 球 具 有 更 高 程度 的 对 称 
性 , 故 可 期 望 有 更 大 的 特征 函数 族 (比方 在 边界 上 为 零 ) 拥有 A 的 公共 特征 值 . 
每 个 这 样 的 函数 族 称 为 相应 于 该 特征 值 的 特征 空间 . 就 像 在 第 8.5 节 将 看 到 的 ， 
Schrödinger 算 子 (在 三 维 空间 , 本 质 上 是 A+ 4, 其 中 p= ya? +y?) 的 特 
征 空间 的 维 数 主 要 是 确定 出 现在 元 素 周 期 表 中 的 周期 性 ， 因 此, 特征 空间 的 概 
念 很 重要 , 在 后 面 的 章节 里 将 有 更 多 关于 它 的 讨论 . 


多 重 Fourier 级 数 和 多 重 Fourier 变换 


这 里 我 们 给 出 对 由 -L < z < L, -M<y<M 给 出 的 矩形 R 上 的 函数 
f(x,y) 的 二 重 Fourier 级 数 的 简要 处 理 . 我 们 的 讨论 易 推广 到 n 维 情形 . 对 R 
EDIT FT ARS APB f(x,y) 和 g(x,y), 定义 内 积 


M L 
(f,9) = $ s f z f(z, y)g(x, y)dady. 


对 RR 中 的 (x,y), 定义 


En m(Z, y) 三 eir[(nz/ 工 ) 十 (my/AM)] fs einta/Leimry/M 


易 验 证 , 对 任意 整数 n, m, p 和 gq, A 


0, 如 果 n 关 p 或 m # q, 


4LM, 如果 n=p 和 m=q, (6) 


(En,m, Epu) _ l 
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BN, 函数 Enm 组 成 范 数 为 4LM 的 正 交 函 数 族 . 


定义 ”定义 在 矩形 R(0 < z < L, 0 < y < M) 上 的 函数 f(z,y) 的 ( 复 ) 二 重 
Fourier 级 数 是 表示 式 


oo 
FS f(z,y) = > m=i nmEn,m(2, y) (7) 
Na y~ a mertl(nz/L)+(my/M)) | 
nm=—co ” 


其 中 
1 a a [(nz/L)+(my/M)] 
REN = —in|(nz +(my 
cnm = gryg Eam) = arog |, fe drdy, (8) 


Enm 由 (5) 定义 , 只 要 所 有 这 些 积分 存在 . 


注意 到 关于 cnm 的 公式 (8) 可 由 (7) 的 两 边 与 Ew 取 形 式 内 积 然后 利 
用 正 交 性 结果 (6) 得 到 .在 和 式 (7) 中 , 整数 n 和 mm 独立 地 取 遍 所 有 整数 . 
敏捷 的 读者 会 想 知道 级 数 (7) 是 否 收敛 以 及 不 管 项 的 求 和 次 序 如 何 是 否 得 到 同 
样 的 结果 . 虽然 在 有 限 项 的 和 中 , 求 和 的 次 序 没 关系 , 但 在 无 穷 项 和 式 中 求 和 
的 次 序 会 有 很 大 的 不 同 . 例如 , 于 = 1 一 却 十 圭一 二 …， 但 把 这 个 和 重新 写成 
(1+3 引 一 地 十 (十 吉 ) 一 二 +( 吉 十 直 ) 一 十 十.…， 得 到 大 于 BG, 此 值 大 
F 2. 然而 , 如 果 一 个 无 穷 级 数 的 项 的 绝对 值 (或 模 , 如 果 项 是 复数 ) 的 和 式 是 有 
BRAY (BD, 该 级 数 是 绝对 收敛 的 ), 则 求 和 的 次 序 将 没关系 . 级 数 1 一 3 十 3 一 … 
的 问题 是 它 不 是 绝对 收敛 的 (BY, 1 十 寺 十 寺 十 … = oo). Fourier 级 数 (7) 是 绝 
对 收 钱 的 , 如 果 所 有 系数 模 的 和 和 enm) 是 有 限 的 . 该 Fourier 级 数 求 和 的 次 
序 将 是 无 关 紧 要 的 . 于 是 , 在 下 面 的 定理 中 我 们 先 给 出 关于 函数 f(z,y) 的 保证 
党 |enm| < oo 的 判别 准则 . 


定理 1 (二 重 Fourier 级 数 收敛 定理 ) 设 f(x,y) PRB -L < «z < L, 
-M <y SM E C* BR (k > 3). $ K Æ lO f/Or*| 和 |6*f/B8y*| 在 该 矩 
形 上 的 最 大 值 的 最 大 者 . 假设 对 每 个 j = 0,1… ,k 一 1, 有 


aif aif 


=f Ly) 和 Sa (2, -M) = Ha, M). (9) 


Əri dy! 


则 对 任 一 正 整 数 N, 有 
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2; ljen m| < 27E (VA) max(L*, M*) 


(k — 2)NF-2 Wo 


|nj>N 
或 [m|>N 


其 中 Cn,m 是 Fourier 系数 go (f, En,m). 特别 ， > len m| < œ. 另外 ， 对 f 
的 二 重 Fourier 级 数 中 由 m 和 n 从 -N 到 N 求 和 得 到 的 部 分 和 , 有 


N 


n,m=—N 


即 , 这 些 部 分 和 在 矩形 上 一 致 收敛 到 函数 f(x,y). 


证 明 反复 关于 z 分 部 积分 并 利用 关系 式 (9) 来 消去 端点 值 , 得 
M L 
cnm = irr | ff Em dry = 


M pL ee 
= ea” 5 /GEE y)drdy, nO. (12) 
如 果 对 y 分 部 积分 , 类 似 的 结果 成 立 . 于 是 , 由 K 的 定义 ， 


L 
cnm] < K( Z) 和 |enym| < K(——)*, n, m0. 13 
nml < KG 和 lowml < KC) z (13) 


(13) 中 分 子 工 和 M 可 用 大 者 替换 (E, 用 max(L, M) 替换 ), 然后 选取 两 个 由 
此 产生 的 不 等 式 中 的 结果 更 强 的 一 个 ( 即 , 分 母 更 大 者 ), 对 n, m £0, 得 


max(L, M) xn M*) 


onl  K( y e K OY 
nml < K G maxim, nl)? SSG) Ga + mF’ 


(14) 
因 y/3(n? +m?) < max(|ml, |r|). 利用 二 重 积分 比较 , 得 


1 
a ie te 2 十 2 —k/2 4 
(n? + m?)k/2 ~ Pasties Cre Wm 


2a 2 一 
-f I rrdrdg = NT F (15) 


|n|>N 
Rm |m|>N 
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结合 (14) 和 (15), 得 到 结果 (10). 一 旦 证 明 FS f(x,y) = f(s, y), W (11) 的 左边 
变 成 


二 Cn mertl(ne/L)+(my/M)) < D len, sl, 
|n|>N ， aa 
或 Im|>N. ml 


则 (11) 由 (10) 得 到 ， 因 此 , 尚 需 证 明 FS f(x,y) = f(x,y)， 注 意 到 因 已 假设 
f(z,y) 是 C*(k > 3) 的 , 且 有 端点 条 件 (9) 成 立 , 我 们 无 疑 知道 对 M, M] 中 
每 个 固定 的 y, f(z,y)( 作 为 z 的 函数 ) 完全 满足 第 4.2 节 任 一 收敛 定理 的 条 件 . 
因此 , 有 


oo 工 
flew) = Yo gnly)e™**/", RP gnly) = zy | Heede. (16) 
|n|=0 > 
由 Leibniz 法 则 , gn(y) 无 疑 是 C? 的 , 且 利用 (9), 有 gn(—M) = gn(M) 和 
9), (—M) = gh(M). 因此 , gn(y) 作为 y 的 函数 也 等 于 它 的 Fourier 级 数 , 即 


gn(y) = D Cone, 其 中 Cum = 5x7 Ve gn(yje "TYM dy = cnm 


|m|=0 


因此 , 把 gn (uy) 的 这 个 表示 式 代 入 (16), 得 


f(z ,Y) = s ( 3 cny ne Moms/L = FS f(z,y), 


In|=0 |m|=0 

其 中 已 默许 利用 事实 并 |enm| < oo ( 即 在 最 后 的 等 式 中 ， 我 们 需要 知道 

FS f(x,y) 与 项 的 排序 无 关 ). o 
注 记 利用 Euler 公式 ， 


READ = eit eiT = (cos PTZ + isin 2) (cos AY + isin EY) 
e e e M cos L 十 2SID COS M 十 2SIn M )’ 


复 Fourier 级 数 可 写成 四 种 可 能 乘积 


nner ma NTE MT 
sin 272 sin =, cos 272 cos Fa 
sin 72 cos TH, cos 2% sin “HH. 


(17) 


而 且 , WRR f(x,y) (ELAR -L < xz < L, -M<y<M 上) 是 实 值 的 ， 
则 复 Fourier 级 数 中 所 有 虚数 项 消除 , 只 留 下 具 实 系数 涉及 (17) 诸 项 的 级 数 . 如 
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RR f(x,y) 关于 r 是 奇 的 , 关于 y BAH, 则 只 包含 项 sin 272 sin Y. 因此， 
如 果 想 用 二 重 正弦 级 数 表 示 定 义 在 矩形 0 < z < L, 0 < y < M 上 的 函数 , 可 对 
该 函数 关于 zx 和 关于 y 奇 延 拓 到 更 大 的 矩形 -L <r < L, -M <ysM E, 
然后 计算 该 延 拓 函 数 的 复 Fourier RM. 这 完全 等 价 于 利用 第 8.1 节 的 公式 (10) 
来 计算 未 经 延 拓 的 函数 的 二 重 Fourier 正弦 级 数 . 一 般 而 言 , 经 不 同类 型 的 延 拓 ， 
所 有 各 种 二 重 Fourier 级 数 看 起 来 是 经 适当 延 拓 的 函数 的 复 Fourier 级 数 的 特殊 
情形 . 所 有 上 述 对 二 重 Fourier 级 数 的 处 理 都 易 变 更 用 来 处 理 三 重 Fourier 级 数 
或 任意 维 数 的 多 重 Fourier 级 数 的 情形 (例如 , 见习 题 6). 口 


二 重 Fourier 变换 


假设 f(z,y) 是 对 所 有 (z,y) 有 定义 的 函数 , 设 f(z,y) 是 绝对 可 积 的 ( 即 ， 
Jo a IF (2, y)|dady < oo). 则 f(x,y) 的 二 重 Fourier 变换 是 函数 


fE = zf. T f(z, yje- 2+) dady. (18) 


ÉRE, f(é,n) 也 可 通过 先 对 变量 r 取 Fourier 变换 , 然后 对 结果 关于 y W 
Fourier 变换 得 到 , 即 


FE, n) = zS fE yje dy, HP f(é,y) = af. f(a, yje dr. 


f(&n) = IFE, y)]^ n). (19) 
绝对 可 积 函 数 gE, n) 的 二 重 Fourier 变换 的 反 演 是 函数 


1 Oo co g 
iea E J / g(é, njet €= +™ dean, 
2 一 co J 一 co 


显然 ,5(z,y) = [fi(z,7)]v( 轨 .通过 两 次 形式 应 用 一 维 Fourier 变换 反 演 定理 (FS 
看 第 7.3 节 ), 可 得 形式 二 重 Fourier 变换 的 反 演 定理 , 即 


flew = (fem ev) = 52 ff feme*™magan (an) 
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由 交 看 应 用 单个 变量 的 卷 积 定理 ([k* g]^(6) = V2rk(€)G(€)) 也 可 得 到 形式 (二 
E) 卷 积 定理 如 下 . 对 “好 的 ”, 适当 的 衰减 函数 f(x,y) 和 h(z,y), 有 
[f * h](z,y) = T f. f(x — w,y — z)h(w, z)dwdz. (22) 
则 


[f * h] ^E, n) = lf ff fe 
e Et +Y) qvdzdrdy 


= ga S S Fag LA fe ie) 
e rdr)dz)e mYdy 

=e [Of VEIE v - ai, zdaje- way 

= 2r f (£, n)h(£, n), 


其 中 形式 利用 了 Fubini 定理 (参看 附录 3), 单 变量 卷 积 定理 和 (19). 

注意 到 所 有 这 些 形式 处 理 在 所 有 出 现 的 函数 是 速 减 的 情形 下 肯定 成 立 . 在 
利用 Fourier 变换 方法 求 偏 微 假定 性 解 中 , 对 建立 使 得 反 演 定理 和 卷 积 定理 成 立 
的 非常 一 般 的 条 件 没什么 优越 , 因 这 样 的 解 必 须 独 立地 验证 . 此 外 , 上 述 的 定义 
和 结果 毫 无 困难 地 推广 到 任意 有 限 维 数 n 的 Fourier 变换 情形 . 


概要 8.2 


1. 特征 函数 和 特征 值 : 对 某 个 常数 和 , 满足 Ag+ Ag = 0 的 函数 g 称 为 是 A 
的 特征 函数 , 只 要 g(z,y) 不 恒 等 于 零 . 常数 和 称 为 相应 于 特征 函数 g 的 特征 值 . 


2. 二 重 Fourier 级 数 : 定义 在 矩形 R(-L < z <L, —M <y < M) 上 函数 
f(x,y) 的 ( 复 ) 二 重 Fourier 级 数 是 表示 式 


Do co 
FS f(z,y)= È, camEnm(tiy)= > caymet*line/E)+(mu/M)) 


n,m=—o0o n,m=—oo 


其 中 心 
2s. 1 in[(nz/L)+(my/M)] 
= 一 一 一 —inl(nz my 

Cnm = TEM (f, En.m) 4LM b J L f(z,y)e oa 


中 原 书 下 式 中 的 被 积 隧 数 误 为 f(z,y)e-i"(mz/L+tny/M) — jee 
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和 Enm(z,y) = ei"(m*/L+my/M)， 只 要 所 有 这 些 积分 存在 .定理 1 给 出 级 数 
FS f(z,y) 在 RR 上 一 致 收敛 到 f(x,y) 的 准则 . 


3. 二 重 Fourier BR: 假设 f(x,y) 是 对 所 有 的 (x,y) 有 定义 的 函数 , 并 
设 f(z,y) 是 绝对 可 积 的 ( 即 请 万 |f(z,y)ldrdy < oo). M f(z,y) 的 二 重 
Fourier 变换 是 函数 : 


f(é,n) = x iG p f(x, yje E+) dedy. 
绝对 可 积 函 数 g€, n) 的 二 重 Fourier 变换 的 反 演 是 函数 : 

9(z,y) = > T “ j a(€, nje €+ dgan, 
通过 两 次 形式 应 用 一 维 Fourier 变换 反 演 定理 , 可 得 到 形式 二 重 Fourier 变换 反 
演 定理 , 即 

flav) = fe ED =z fe me aean, 
由 交 秋 应 用 单 变量 卷 积 定理 也 能 得 到 以 下 形式 (二 重 ) 卷 积 定理 . 若 
[f * g](z, y) = T I f(z — w,y — z)h(w, z)dwdz, 


则 
[f * gl^(6,7) = 2r F(E, MACE, n). 


练习 8.2 


1. (a) R A = 8? /ðr? +0? /dy? FRE R (0 < x < 3, 0 < y < 2) EWE B.C. f.(0,y) = 
fz(3,y) = 0 (0 < y < 2) Ml fy(z,0) = f,(z,2) = 0 (0 < z < 3) 的 所 有 特征 函数 
f(z, y). 

(b) 对 (a) 部 分 中 求 得 的 每 个 特征 函数 , 构造 在 R 上 热 方程 w = kAu 的 相应 解 . 叙述 
解 是 这 些 构造 解 的 线性 组 合 的 一 个 初 边 值 问题 . 
(c) 再 做 (b) 部 分 , 但 现在 是 有 关 R 上 的 波 方 程 utt = a? Au. 

2. (a) 矩形 膜 谐 波 的 频率 与 在 矩形 的 边界 上 为 零 的 Laplace 算 子 特 征 函 数 的 特征 值 之 间 有 
什么 关系 ? 

(b) $ ài 和 Ao Æ (a) 部 分 特征 函数 的 最 小 特征 值 (其 中 入 < A2). 证 明 膜 的 长 和 宽 
由 A 和 和 2 确定 . 证 明 2 < 和 /XA2 < 1, 只 对 正方 膜 有 2 = 和 1/ 和 2. 


10. 
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注 记 最 近 发 现 [ 见 C.Gordon，D.L.Web， 和 S.Wolpert, One cannot hear the 
shape of a drum, Bull. Amer. Math. Soc. 27(1992), 134-138] 膜 的 精确 形状 (不 必 
是 矩形 的 ) 是 无 法 确定 的 , 即使 知道 了 所 有 特征 值 (或 所 有 频率 ). 作为 对 这 方面 的 进 一 
步 阅 读 , 我 们 推荐 文章 :Marc Kac, Can one hear the shape of a drum? Amer. Math. 
Monthly 73S(1966), 1~23. 


给 出 一 个 矩形 膜 例子 , 它 不 是 正方 膜 , 但 有 两 个 线性 无 关 ( 即 一 个 不 是 另 一 个 的 常数 倍 ) 
的 特征 函数 具 相 同 的 特征 值 . 
提示 参看 第 8.1 节 的 例 5. 有 无 穷 多 种 可 能 的 例子 . 


.在 单位 正方 形 0 < z, y < 1 考虑 二 维 热流 , 具 绝 热 边界 . 解释 为 什么 具 u(z,y,0) = 


cos(3rz) cos(ry) 的 温度 wu(z,y,t) 的 最 大 值 趋 于 零 ( 当 t 一 œ) ER v(z,y,0) = 
cos(2rz) cos(2ry) 的 温度 v(x,y,t) 的 最 大 值 趋 于 零 快 . 一 般 而 言 ， 初始 特征 函数 温度 
分 布 的 特征 值 的 大 小 如 何 影 响 最 大 温度 的 相对 衰减 率 ? 


. 利用 定理 1 叙述 和 证 明定 义 在 矩形 0 和 zx 和 了 工 0 < y < M 上 适当 函数 g(z,y) 的 


= Fourier 级 数 的 一 个 一 致 收敛 定理 . 特别 解释 为 什么 为 了 利用 定理 1 必须 假设 
gzz(0+ y) =0 (0 <y< M). 


. 叙述 和 证 明 本 节 的 收敛 定理 (定理 1) 在 三 重复 Fourier 级 数 中 的 类 似 定理 . 
.由 形式 应 用 二 重 Fourier 变换 的 性 质 , 导出 以 下 热 问题 的 第 8.1 节 的 假定 性 解 (12): 


D.E. u: = k(Uzrs + Uyy), —-oo<2,y< cot>0i 
I.C. u(z,y,0) = F(x,y), 


其 中 F(a, y) 是 给 定 的 绝对 可 积 和 连续 的 函数 . 


，(a) 叙述 和 证 明 长 方 体 上 热 方 程 的 最 大 值 原理 . 


(b) 如 果 初 始 温度 和 边界 温度 只 近似 地 知道 , 为 什么 有 这 样 的 结果 很 重要 ? 
(c) 为 建立 在 (a) 部 分 叙述 的 最 大 值 原理 , 模仿 第 3.2 节 一 维 热 方 程 最 大 值 原理 的 证 明 . 
对 长 方 体 中 的 热流 , 这 本 质 上 相同 的 证 明 行 得 通 吗 ? 


。 利 用 形式 计算 , 对 二 重 Fourier 变换 验证 Parseval 等 式 : 


Í /. F(x, y)g(z, y)drdy = f . $. ~ f(é, oe mdédn. 
提示 “可 对 每 个 变量 分 别 应 用 Parseval 等 式 ， 或 利用 反 演 定理 用 fE n) 表示 
S(x,y), 然后 交换 积分 次 序 . 


(a) 对 在 矩形 上 的 二 重 Fourier 级 数 叙 述 和 证 明 Bessel 不 等 式 . 
(b) 对 如 定理 1 的 函数 f(a, y) 叙述 和 证 明 Parseval FR. 
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提示 对 (a) 部 分 , 模仿 单个 变量 情形 的 Bessel 不 等 式 的 证 明 (参看 第 4.2 节 )， 
对 (b) 部 分 , 利用 练习 4.2 的 习题 5 和 习题 7 的 想法 . 


88.3 球 坐 标的 偏 微 


在 第 6.1 节 , 我 们 已 经 看 到 二 维 Laplace WFE ure + Uyy = 0 在 坐标 旋转 变 
换 下 保持 它 的 形式 不 变 . 对 空间 的 Laplace 方程 结果 也 是 对 的 , 因 任 一 空间 的 旋 
转 是 关于 z, y 和 > 轴 的 旋转 的 复合 , 由 二 维 的 结果 , 每 个 这 种 旋转 保持 二 维 结 
果 的 形式 . 因此 , 我 们 期 望 用 球 坐 标 来 看 Laplace 方程 Au = Urs + Uyy + Uz: = 0 
(或 三 维 热 方程 u = kAw 或 三 维 波 方程 wi = a?Aw), 可 利用 这 种 旋转 对 称 性 . 
而 且 许多 自然 的 或 人 造 的 物体 (例如 , 地 球 , KH, 泡 泡 , 眼球 , 肿瘤 , 网 球 , 气球 ， 
水 滴 , 橘子 , 某 种 细胞 和 病毒 , 原子 , 等 等 ) 近似 球 的 形状 , 对 这 些 物体 的 边 值 问 
题 利用 球 坐 标 是 绝对 必要 的 . 


球 坐 标的 Laplace MF 一 一 几何 构造 


在 下 面 的 图 1 中 , P 是 某 个 任意 点 (不 同 于 原点 O), p 是 P 到 原点 的 距离 ， 
p 是 正 z- 轴 到 线段 OP 的 角度 (0 < yp < 7), 9 是 正 z- 轴 到 OP 在 zy- 平 面 的 
射影 OP' 的 角度 (0 < 9 < 27). 


图 1 


P 的 球 坐 标 是 (p, yp,9). 注意 到 当 P 在 zy- 平 面 时 , P KERERE (r, 5,0). A 
此 , 球 坐 标 是 极 坐 标的 自然 推广 . 在 应 用 领域 的 许多 书籍 中 , 9 取 作 从 z- 轴 的 角 
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度 (BI, 在 图 1 中 y Al 9 对 换 ). 知道 混乱 的 来 源 是 有 益 的 . 的 确 , 许多 书 用 (~, 0) 
表示 极 坐 标 , 然后 当 引入 球 坐标 时 , 定义 是 从 z- 轴 的 角度 ! 联系 球 坐 标 与 笛 卡 
儿 坐 标的 转换 式 是 


r=psingcosé, p= yz? +y? + 22, 


y = psingsin8@, y = arccos( 72) (x? +y? + 2? £0), 


arccos z >0, (z?+y? #0), 
z = pcos y, | zr) yY 2 ( y? #0) 


一 arccos( Tis) +m, 2 < 0. 
(1) 


考虑 形 如 pi < p< po, yi<ys< p2, 01 <0 < Oo 的 立体 区 域 . 称 它 为 球形 
体 . 该 体 的 体积 由 下 式 给 出 


b2 p2 p2 1 
ji J i p? sin pdpdipdd = = (p§ — p§)(cos p1 — cos p2) (82 ~ 61). 
6 vepl Jp 


特别 , 对 球 0 < p < p2, 0 < 9 < 2r 0 < yp < 7 我们 得 ir. 这 个 积分 
是 总 和 了 所 有 无 穷 小 的 ,在 图 1 中 所 示 的 接近 长 方 体 的 球形 体 的 体积 dy = 
(dp)(psin gd9)(pdyp) = p? sin pdpdwpd9 的 结果 . Bt p° sin edododb 称 为 球体 积 元 
R, 且 在 用 球 坐 标 计算 函数 的 三 重 积分 时 必 含 在 其 中 的 (就 像 用 极 坐 标 计 算 二 
重 积 分 时 rdrdb 必 仿 在 其 中 一 样 )， 现 来 证 明 人 允许 用 球 坐 标 来 计算 一 个 函数 的 
Laplace 算式 的 公式 . 虽然 可 用 链 法 则 来 证 明 下 面 的 结果 , 然而 我 们 的 证 明 提供 
了 在 以 后 的 章节 中 将 需要 的 某 种 几何 思想 . 


命题 1 ( 球 坐标 的 Laplace 算式 ) 设 u(z,y,z) 是 定义 在 zyz_ 空 间 的 一 个 
区 域 上 的 C? 函数 . 如 果 u 用 球 坐 标 表 示 , 记 作 ulz, y, z) = U(p, wp,9), 则 对 
psin p 天 0， 


1 
Urr + Uyy + Uzz = pe Giz + 


1 1 
sin YU, 十 一 一 一 以 
(sin PU yg)» ain? Si o) 


, siny (2) 
= Upp + zU” + z Uve + cot PUp + sn? Zu) 
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证 明 函数 f 在 任 一 点 P Laplace 算式 可 通过 组 成 函数 在 P 点 沿 三 条 
直线 的 二 阶 导数 的 和 来 计算 , 这 三 条 直线 是 以 弧 长 为 参数 且 在 P 点 垂直 相交 . 
变量 p 确定 过 P 点 的 径 向 线 关 于 弧 长 的 参数 , 的 确 , (2) 中 的 第 一 项 是 U 沿 着 
该 直线 的 二 阶 导数 . 对 另外 两 条 直线 , 取 常 数 纬度 曲线 的 切线 和 常数 经 度 曲 线 的 
切线 (分 别 以 9 和 p 为 参数 ). 令 (p(t),9(t), p(t)) 是 沿 与 过 点 (po, 80, p0), vo #0 
Kx 的 经 线 相 切 的 直线 在 距离 t 处 Cem, 向 下 方向 ) 点 的 球 坐 标 . 有 p(t) = 
t? + p2, O(t) = bo 和 sin(y(t) — yo) = ay W U 沿 该 直线 的 二 阶 导数 是 


4 (Zuo, 0.00)) = a a de + U% + ve) 


= Upp (2) + Upp" (t) + Upo (4) (3) 


+U,¢"(t) + Use (2) + Ueb (t). 
BL 2pp ee 因此 , Et = 0, A p Ua pe 
而 且 , cos(p — po)y' = p~! — tp-2p’ 以 及 一 sin(p — po)p? + cos(y — yo)y” = 


—2p 2p + 2p-3p? —tp 2p". 因此 kaui 得 w = p Ay” = 0. 于 是 , (3) 
成 为 
ole + aU ee (4) 


el FUERA U 沿 着 与 过 点 (po,bo,wo) HAMAR A — Be a 
1 1 1 
raids 十 aA cot(yo)U, + ata (5) 
对 该 直线 , 仍然 有 p(t)? = pj + t?, sin(A(t) — 8o) = t/[o(t)singo] 和 (利用 
(1)) cosy(t) = pocosyo/p(t). At, Æ t = 0, 如 同 前 ,又 有 m = 0, p” = 
Po, & = [posin 8o]! Al 6” = 0. 为 计算 p'(0) 和 yp”(0), 先 注意 到 — sin(y)y’ = 
po cos po[—p~*p'] 和 — cos(y)y? + sin(y)~” = po cos yo[2p~ 3p” — p~*p"). 因此 ， 
E t=0, A g =0 fl yp” = pp cot yo. 把 这 些 值 代入 (3), 得 (5), 把 (4) 和 (5) 
加 到 Upp, 得 式 子 (2). 口 
例 1 函数 ulz, y,z) = zyz 显然 是 调和 的 (EP, Au = 0)， 用 球 坐 标 把 
u(z,y,z) ESR U(p,p,b) 然后 验证 (2) 的 右边 为 0. 


解 利用 (1), 得 


u(z, y,z) = U (p, 9,0) = ø sin? y cos pcos sin 0 = se sin? y cos ysin 20. 
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因此 ， 
Upp + Zut pg Uee + cot pU p Sr sin? U0) 
= 6psin? y cos ysin 20 十 Maso yp —sin® p)。 
+ cot y(2 sin y cos? ọ — sin ap))5 sin(20) — 2p cos p sin(20) 
= 6psin? y cos y sin(20) +p((2 i 3sin* y), 
+ cot y(2sin y cos? y — sin sp))5 sin(20) 一 2pcoswsin(20) 
= 6psin? y cos ysin(20) + p(2cosyp 一 9 sin? y cos wp 
+(2 cos? y — cos ysin? 9))3 sin(20) — 2p cos y sin(20) 
= 6psin? y cos ysin 20 十 a cosy — 9sin? y cos y 
+(2 — 3 sin? p) cos 9)3 sin(20) 
= 6psin? y cos y sin(20) — 6psin? y cos y sin(20) = 0. 口 


单位 球面 上 的 Laplace BF A, 
在 命题 1 的 证 明 中 我 们 看 到 在 球 坐标 下 Laplace 算式 分 解 成 三 部 分 , 它们 
对 应 于 U 沿 着 与 以 p, p 和 9 为 参数 的 坐标 曲线 相 切 的 直线 的 二 阶 导数 : 


1 1 1 1 
U + (au + 二 Up) +(4 (= —,— Vee + cot Up) + Žu); 6 
pp pe pe po p pe zin? 2 60 PUp Do p (6) 


这 给 出 了 (2) 中 各 项 的 几何 解释 ; 用 别 的 方法 , 难以 从 几何 上 说 清楚 . 如 果 有 个 
最 初 仅 定义 在 以 wp 和 9 为 参数 的 单位 球 上 的 函数 f(y, 0), 则 由 定义 f(p,y, 0) = 
f(p,9)( 即 , 沿 着 球 的 法 线 以 常 值 延 拓 ) 可 把 该 函数 延 拓 到 原点 之 外 的 所 有 空间 . 
对 在 球面 p = 1 上 的 C? 函数 f(y,9), Laplace AF A, 是 


Asf(p,0) = Afio, p, lea = so linpfole + Er N (7) 


根据 U = f 9 (6), 在 球面 上 点 已 处 Laplace 算式 A, sf 是 广 沿 着 一 对 在 PE 
直 相 交 的 切线 的 二 阶 导数 的 和 . 如 果 这 些 直线 旋转 , 二 阶 导 数 的 和 保持 不 变 . 因 
此 , 无 论 什 么 情况 , 表示 式 (7) 将 有 确切 的 极限 , 即使 当 y TF 0 或 +( 即 , 球面 
上 C? RÉI Laplace 算式 是 连续 的 , 因为 在 每 点 , Laplace 算式 几何 上 可 用 相 


.518 - 第 八 章 高 维 情形 的 偏 微 


同 的 方式 计算 ). 换言之 , WR f 是 球面 上 的 C? 函数 , (7) HAS 在 = 0 和 
2= 和 上 明显 的 奇 性 总 是 可 除 的 (参看 下 面 的 例 2). Laplace 算式 的 有 点 复杂 的 
形式 (7) 是 由 于 纬 线 圆 的 周 长 是 2rsinw 的 事实 , ES p AX. 换 句 话说 , 公式 
(7) 中 关于 A, 的 不 对 称 来 抵消 取决 于 北极 和 南极 的 选择 的 坐标 (2,6) 方面 的 
不 对 称 是 必要 的 . 口 

例 2 对 单位 球面 zz+%2 + 2? = 1( 或 p=1 上 点 (zz > u(z,y,z) = 
syz. 用 该 球面 上 的 坐标 (y, 0) 写 出 该 函数 , 记 作 ulz, y, z) = f(y, 0). 计算 Asf 
并 证 明 A, f + 12f = 0. 

解 由 例 1 得 知 , 对 任意 的 (z,y zj, u(x, y, z) = U (p, 9,0) = 4p? sin? y cosp 
sin20. 因 在 单位 球面 上 p= 1, AK f(y,9) = 3sin? ypcosysin(29). 为 计算 Asf, 
注意 到 (7) KE: 可 简单 的 置 p = 1, 然后 计算 f(p, wp,9) = je,9) (在 空间 ) 
的 Laplace. 这 种 计算 正好 就 是 如 例 1 那样 , 除了 p = 1 以 及 Upp + 2p-1U = 
6pcospsin2 psin(26)@ 不 再 出 现 , Af 与 p 无 关 . 于 是 , 例 1 中 的 计算 导出 结果 
Asf = —6p cos ysin? psin(20) = —12f. 口 


定义 ”定义 在 单位 球面 上 的 C? 函数 f(y, 6) F 0, 使 得 对 某 个 常数 入 有 Asf 
Af = 0, 则 称 是 球面 调和 的 . 


换言之 , 球面 调和 函数 是 单位 球面 上 Laplace 算 子 A。 的 特征 函数 , 相应 的 常数 
入 是 A, 的 特征 值 . 在 例 2 中 我 们 求 得 cos yp sin? ysin(20) 是 特征 值 12 的 球面 
调和 函数 . 


例 3 设 f= f(y,9) 是 定义 在 球面 上 的 C2 函数 , 满足 人 sf 十 Af = 0. 如 
果 入 < 0, 则 证 明 f = 0, 而 如 果 入 = 0, 证 明 f 必 为 常数 . 换言之 , 证 明 A。 的 特 
征 值 是 非 负 的 , 具 特 征 值 0 的 唯一 特征 函数 (球面 调和 ) 是 不 为 零 的 常 值 函 数 . 


解 由 假设 , 得 Af? = 一 人,f. 如 果 对 该 式 两 边 在 球面 上 积分 , 得 


2r pr 27 pr 1 
233 ae i a 
af f s0e,0*singapaa =f f Ionge + wr 
2m pr a f 
UA [2 thoda 


OR MIRA Up +2p-1Up = 6pcos ysin? ysin20. 一 一 译 者 
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=27 


=—fsinpfo 


g Uo) sin ppd — (sta 
g= sin Y 


-f tes 
-f 3 (o)? + 


其 中 已 对 和 8 分 部 积分 , 并 利用 ffo 是 9 的 周期 函数 以 及 在 [0,7] 上 sing > 0 
的 事实 . 为 证 明 交 换 积 分 次 序 是 正当 的 , 已 利用 Asj(p,5) 可 连续 延 拓 到 yp = 0 
和 y = r, 因 对 C? 函数 f, Af 在 球面 上 是 连续 的 . 量 


3(/0)?) sinwdede > 0, 


(fo)? + sin? y (fe)? 


sin 


是 梯度 
Vi = feep + aghe 


的 长 度 的 平方 , 其 中 ee 和 ee 分 别 是 p 和 9 增加 方向 的 单位 向 量 . 换 句 话说 ， 
ic dA = sinwpdpdb, 并 用 fs 表示 在 球面 上 积分 , 我 们 已 经 证 明 


-nd =, 2 
afs ia = [iaaa fival dA>0. (8) 


因此 , 如 果 和 是 负 的 , 则 f = 0( 为 什么 ?). 另外 , 如 果 A = 0, 则 VFI = 0, 这 时 
f 必 是 常数 (为 什么 ?). 

注 记 在 第 8.4 节 我 们 将 求 出 所 有 球面 调和 函数 . 有 无 穷 多 个 球面 调和 郴 
数 , 和 且 每 个 都 是 cosy, sing, cosh 和 sind 的 多 项 式 . MA, 还 证 明 不 仅 A, 的 
特征 值 是 非 负 的 , 且 必 具 形 式 入 = n(n + 1), 对 某 个 n = 0,1,2,3,---. (注意 到 ， 
对 例 2 中 的 球面 调和 函数 , A = 12 = 3(3 十 1).) 这 些 特征 值 应 该 与 单位 圆 盘 上 
Laplace 算 子 oe 的 特征 值 "2( n = 0,1,2,---) 比较 , 后 者 特征 函数 是 sin(n0) 
和 cos(n@).A, 的 特征 值 n(n + 1) 出 现在 原子 的 量子 力学 中 .的 确 , 在 量子 力 
学 中 , 算 子 PARP A = £ Bh a 66 x10-27erg.sec 是 Planck 常数 ) 
称 为 轨道 角 动 量 的 平方 , 它 作用 在 Schrödinger WAKE. WA, 的 特征 值 通常 
由 a(l + 1)，! = 0,1,2,- 表示 , 且 解 释 为 在 一 个 原子 中 的 电子 轨道 角 动 量 长 
度 的 平方 的 可 能 离散 度量 . 在 第 8.5 节 将 更 详细 地 考虑 氢 原 子 中 的 电子 的 量子 


力学 . o 
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空间 的 Laplace 算 子 的 特征 函数 

在 第 8.2 节 中 已 经 看 到 Laplace 算 子 的 特征 函数 可 用 来 轻松 构成 热 方程 和 
波 方程 的 解 . 这 里 我 们 来 寻求 F 具有 形式 F(p, 2,0) = R(o)f lp, 0C HOFFER 
数 (使 得 对 某 个 常数 c, AF +cF = 0). 根据 (2) 和 (7), 有 


1 
AF = 7 z((PFo)p + a pF y)y + intg) 


= Ifv. aeaa + R(o)(= 


a zin Pfelet safe) 
ZU 0) 0? R'(o)) + Aa) 


因此 , 特征 方程 AF + cF =0 变 成 
a CPRO Fe, 0) + R(p)Asf(v,8)) + cR(p) f(y, 8) = 0 


或 
(p?R'(p))’ . 。 —Asf(v,9) 
Ro) TP ~~ 70 * 


这 个 式 子 的 每 边 必 是 常数 , 记 作 A. 因此 , 得 到 两 个 方程 


(9) 


(PR'(p)) + (cp? — A)R(p) = 


Asf (9,0) + Af(y, 4) =0 


特别 , 这 表明 函数 F = R(p) f(y, 0) 的 角度 部 分 f(y,90) 必 是 单位 球 上 的 Laplace 
BT A, 的 ( 具 某 个 特征 值 ) 特征 函数 ( 即 f(y, 0) 必 是 球面 调和 的 ). 归纳 起 来 ， 
我 们 有 如 下 的 定理 . 


定理 1 F(p,~,0) = R(p) f(y, 0) Æ Laplace 算 子 (在 空间 上 ) 具 特 征 值 c 的 
特征 函数 ( 即 , AF + cF = 0) 当 且 仅 当 f(y, 0) 是 具 特 征 值 \ SEVAK 


数 ( 即 Asf+Af = 0), E R(p) 是 方程 (10) WAR. 


中 原文 误 为 F(p, wp,9) = R(p)f(9, yp). 一 一 译 者 


88.3 球 坐标 的 偏 微 521 ， 


注 记 ”特征 方程 AF + cF = 0 RRA Helmholtz 方程 . [德国 生理 学 家 和 
物理 学 家 Hermann Ludwig ferdinand von Helmholtz (1821 一 1894) 在 电子 理论 、 
光学 和 数学 方面 作出 基础 性 进展 . 是 他 首先 度量 出 神经 脉冲 速度 的 .] a: 

回忆 到 2 Xt p> 0 定义 了 一 个 调和 函数 . 因此 , c= 0 MA=ORT, 5 
是 (10) 的 解 . 于 是 , 当 c 是 任意 时 , 自然 去 尝试 形 如 R(p) = g(p)/p WH. WA 
(p2R'(p)) = (e9'(p)—9())’ = pg” (p). 因此 , (10) 变 成 pg” (p)+(cp—r/p)g(p) = 0， 
BA 

Rip) = 22), mR gio) +(e- Z) (12) 
现在 我 们 考虑 两 种 情形 , BA = 0 Ml c=0. 4c=0 it, WH g” - Apg = 0 
的 形式 提示 我 们 尝试 形 如 g(p) = p™ 的 解 . 则 得 [m(m — 1) — Aj? = 0. 最 终 
求 得 A, WORE A 具有 形式 (n 十 1)n, n =0,1,2,---. Auk, 当 c = 0 时 , W 
m=n+1 Ñ -n, H 


Rn(p) = anp” + bap") 对 c=0 和 An=n(n+1), n=0,1,---. (13) 


4 A= 0 FI c= 1 时 , 由 (12), 得 以 下 函数 


age”? + boe™?) à=0, c= 一 1， 


Ro (P) = z 
(ao cos p + bo sin p) = 4 sin(p + ô), A=0, c=1, 


Rd (p) = 4) 


1 
P 
1 
P 


满足 (10), 其 中 ao, bo, 4 和 6 是 任意 常数 . 对 c o0, 设 为 c = +0, b > 0, 得 
(10) 的 两 个 解 Ri (bp) 和 R5 (bp). 的 确 , 这 是 一 般 的 事实 : 如 果 R(p) f(y, 0) 是 
A 具 特 征 值 +1 的 特征 函数 , 则 R(bp) f(y, 0) 是 具 特 征 值 4b? 的 特征 函数 ( 参 
看 习题 4). 在 一 般 情 形 (A = n(n +1), n = 0,1,2,---, c= +b? £0), (10) 的 通 
解 公 式 是 


R#(p) = CEIRO), b> 0. (15) 


我 们 在 第 8.4 节 导出 该 公式 (参看 定理 5). 
例 4 (空间 径 向 热 方程 和 波 方程 ) 求 三 维 热 方程 和 波 方程 所 有 (对 p > 0 
有 效 ) 的 解 , 这 些 解 具有 形式 ROTE), 且 当 t 和 p BF +oo 时 是 有 界 的 . 
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解 把 ROTE 分 别 代 入 热 方程 w = kAu 和 波 方程 un = a? Au, 然后 分 
离 变量 , 得 
T AR ‘ee 
kT R a?T R 
因此 , R(p) 是 A 具 特 征 值 c 的 特征 函数 . 由 定理 1, 对 c = +b? 40, R(p) ÆR 
数 RF (bp) 之 一 , 或 当 c= 0 时, R(p) 是 稳 态 解 Ap +B. 根据 有 界 性 假设 , 得 
(对 任意 常数 A, y 和 5) 


u= $ sin(bp 十 gb)e-o rt, c=b?>0. 


Be Metat), c= —b? <0; 
y= 
4 sin(bp +6)sin(bat+ y), c=b? >0, 


每 个 方程 当 c = 0 时 存在 稳 态 解 . f (16) [BK (18)] 1224 6 = 0 时 是 c”, 可 用 
来 解 热 (或 波 ) 问题 , 其 中 温度 (或 波 的 振幅 ) 假设 与 p 和 0 HK, 比如 在 一 匀 
质 球 内 , 其 中 球面 边界 条 件 是 绝热 的 或 保持 常温 (或 在 边界 上 振幅 的 法 向 导数 
为 零 或 振幅 是 常数 ) 以 及 初始 温度 分 布 (或 初始 振幅 和 初始 速度 分 布 ) 只 依赖 于 
p( 参 看 下 面 的 例 5 和 习题 8~ 习题 10). 对 依赖 于 o 或 9 的 初始 数据 将 通过 利 
用 入 = mn(n+1l), n>0 的 球 调和 (参看 例 6 和 第 8.4 节 的 习题 17~ 习题 20). 注 
意 到 在 每 一 时 刻 t, 与 Coulomb 或 重力 位 势 p-! 对 比 , 解 (17) 与 著名 的 关于 短 
程 核 威力 的 Yukawa 位 势 b-le-ee( > 0) 成 比例 是 有 趣 的 . 口 

注 记 从 导出 (12) 的 考虑 , 可 见 如 果 假 设 解 具有 形式 U(p,t) = 9(p,t)/p, 则 
热 方程 Ut = pp-2?(p2Up)p FEM ge = kgpp, 而 波 方程 Un = a?p-2(p?U,), 变 成 
gee = a7 gp. 因此, 如 果 知 道 某 个 热 问 题 或 波 问 题 的 解 与 角度 无 关 , 则 这 种 问题 
化 为 在 第 三 章 和 第 五 章 考虑 过 的 一 维 情形 , 如 下 面 的 例 5 所 说 明 的 . 然而 , 如 果 
一 问题 在 B.C. 或 LC 中 与 角度 有 关 , 则 这 种 技巧 就 失效 , 会 需要 牵涉 到 球面 调 
和 荫 数 的 更 一 般 的 方法 . 

例 5 ( 球 内 的 温度 ) 考虑 直径 为 1 的 实体 匀 质 球 , 具有 热传导 系数 k. Ht 
t > 0, 球 的 表面 保持 温度 0, 并 有 常数 初始 温度 分 布 UV(p,0) = 100°C. 求 温度 
U(p, pp,9,t) 形式 级 数 解 . 
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解 ” 因 在 边界 条 件 或 在 初始 温度 中 与 角度 无 关 , 故 形式 解 U(p,t) 不 含有 p 
和 0 且 形 式 满足 


1 1 
D.E. U: = 3 Up)p, O<p< z t 2 0; 
B.C. U(5.t) =0; 


I.C. U(p,0) = 100. 
记 U(p,t) = glp, t)/p, 根据 上 面 的 注 记 , 该 问题 等 价 于 
D.E. gt = kgpp, 0 < P < 3 t 之 0; 


B.C. 9(0,t)=0, 95.1) =0; 
I.C. g(p,0) = 100p. 


这 个 新 闻 题 是 熟悉 的 一 维 问题 . 把 9 (0,0) = 100p 在 [0, 5) FRM Fourier 正弦 
级 数 然后 插入 与 时 间 有 关 的 指数 因子 , 形式 上 得 到 

U(p,t) = san 9 = Oo ee sin(2n7p)). 
注意 到 对 大 的 t, 第 一 项 是 可 控 的 , H 


U(p,t) = all sin(2rp)， 当 t —> oo. 


特别 , 在 球 心 的 温度 是 = 200e-4 对 ( 为 什么 ?)， 回 忆 到 在 单位 正方 体 中 心 的 相 
应 温度 是 64000 ~3e—377** m 206.4e-3r At 因 -4r2kt < —3r?kt, 故 球 心 最 终 将 
比 正方 体 中 心 冷却 要 快 得 多 . 这 是 预料 到 的 , 因为 直径 为 1 的 球 可 置 人 单位 方 
体 的 内 部 . 然而 , 如 果 球 的 半径 取 作 ( 饼 )3, 使 得 它 的 体积 与 单位 正方 体 的 体积 
相同 , 则 可 验证 球 心 最 终 将 比 正方 体 中 心 冷却 要 慢 (参看 习题 7). 口 


例 6 (空间 D'Alembert 公式 ) 由 形式 计算 ， 求 以 下 空间 波 问 题解 的 
D’Alembert 公式 的 对 应 公式 . 
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解 ” 作 形式 运算 , 运用 Fourier 变换 方法 . 在 D.E. 的 两 边 取 三 维 Fourier 变 
换 , 得 
tite (E, UE E; t) = —a?(€? + n? + C ûlE, n, ; t), 


于 是 


a(€,n,¢,t) = ûlE, n, C, 0) cos(atVE2 + n? 十 52) 
sin(at \/£? + n2 + ¢?) 
+tit(E, N, Ç, 0) EET] * 


Fourier 变换 的 反 演 定理 ( 即 , 三 次 运用 一 维 反 演 定 理 ， 每 次 对 一 个 空间 变量 ), 有 


uay zd = ff Gnd colat VRP +O) 
ell(Se+nut62) qedndc 

ae TP es sin(at /€? + n? + ¢?) 

+(27) [Lf 660 ee TT ) 


eiléz+nyt6z) gqedndc. (20) 


回忆 到 一 维 波 问题 的 D'Alembert 公式 (参看 第 5.2 节 ) 不 涉及 初始 数据 f(z) 和 
g(x) 的 Fourier 变换 , 因此 我 们 希望 消去 形式 解 (20) 中 的 Fourier 变换 . 注意 到 
(20) 的 第 一 个 积分 恰好 是 第 二 个 积分 以 f PR g 后 关于 时 间 的 导数 . 因此 , 我 
们 将 简化 第 二 个 积分 , 然后 对 结果 取 时 间 的 导数 得 到 第 一 个 积分 . 我 们 有 


gz, 9, 2) = (2r)-3/2 / / a a(E.n, Ce éstny+tesaednde. (21) 


现 把 (20) 中 的 正 艾 项 写成 指数 形式 且 同 时 消去 分 母 . Sw = +n? +. 根 
据 (14) 和 (15), n = 0, 6=0 Ml b= |at| 及 定理 1, (20) 中 的 函数 sin(atw) /(aw) 
是 A= f+ 2+ Se 具 特征 值 (at)? 的 球 对 称 特征 函数 ， 对 任意 固定 的 点 
(Z, 9,2) 满足 VI? + y? + 2 = |atl, 我 们 有 exp[—i(zé + yn + 20)] 是 A 具 特 征 值 
(at)? 的 另 一 个 特征 函数 , 它 不 是 球 对 称 的 (为 什么 ?). 然而 , 通过 在 (2, 7, 2)-Z 
间 的 球面 p = |at| 上 积分 ( 即 , 在 球面 方向 取 半 均 ), 得 到 具 特 征 值 (at)? 的 球 对 
称 特征 函数 (参看 下 面 (22) 中 的 第 一 个 积分 ). 而 且 , 由 于 具 相同 特征 值 的 任意 
两 个 球 对 称 非 零 的 特征 函数 具有 常数 比 (由 定理 1 和 (14)), 故 得 (对 某 个 不 依 
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RET (E, n, C) 但 可 能 依赖 于 上 的 C(t) 


sin(atw) =c) f ce 一 izE+0+5C)d 
aw p=\at| 


27 n 
= cw f 1 exp(—ilat|(€sin ø cos ĝ + nsin Psin# 
o Jo 
+Ç cos B)) (at)? sin pdødð. (22) 


(22) 两 边 当 w 一 OF 时 形式 取 极 限 , 必 有 t = C(t)(at)?47, 或 C(t) = (4ra?t) t. 
把 这 个 C(t) 代入 (22), 得 


sin(atw) t f -i(z€+0n+26) gq 
= 一 一 一 了 7 了 E “dA. 23 
aw 4n(at)? J5=|atl (23) 


因此 , (20) 中 第 二 个 积分 , 记 作 (x,y, 2,t), ZER 


T(z,y z,t) 


Do Do Co t 
_ -3/2 A 
en fff nog 
/ e7WEE+IN+ #0) GA) eetont dedndc 
p=lat| 


ccc a ll ae 


5(E, n, Ce" —2)4 0-9) 46-7) dednde] dA 


1 J Soe a 
三 (一 一 -一 xt — ,y — Ñ, z — Z)dA = tM,(z,y, z; latl), 24 
4r (at)? Blat| g( y y ) 9( y | |) ( ) 


其 中 我 们 形式 上 交换 了 积分 次 序 以 及 运用 了 反 演 定理 ( 即 (21))， 由 最 后 的 等 
式 定 义 的 函数 Mo(z,y,z|otl) 是 函数 9 在 中 心 为 (z,y,z) 半径 是 |at| 的 球面 
上 的 中 值 (平均 )， 因 此, 在 该 球面 上 点 的 这 些 初始 分 布 在 时 刻 上 内 将 到 达 球 心 
(x,y,z). 因此 , I(2,y, 2,t) 是 所 有 与 (z,y,z) 相距 |at| 的 点 的 初始 速度 源 的 到 加 . 
可 这 样 考虑 : 由 于 半径 为 |at| 的 球面 的 面积 是 4ra?t?, W Mo(z,y,z; |at|) 应 该 有 
因子 t? HR, 但 从 例 4 注意 到 由 一 点 引发 的 球 对 称 波 的 振幅 以 与 源 点 的 距离 成 
反比 递减 . 于 是 只 保留 t 的 一 个 因子 . 如 我 们 所 提 及 的 , (20) 的 第 一 个 积分 只 是 
以 f 替换 9 的 第 二 个 积分 的 导数 . 因此 , 4 t > 0 时 , 问题 (19) 的 形式 解 由 以 
下 空间 D’Alembert 公式 给 出 : 
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u(z,y,z,t) = a q Me y, z; |at|)) + tMg (z, y, z; |at|). 


如 果 了 是 C2 以 及 9 是 Cl 的 , 可 验证 (参看 习题 13)(25) 确实 是 问题 (19) 的 一 
个 C? 解 . 口 
注 记 解 (25) 有 一 个 很 重要 的 性 质 , 它 是 一 维 D'Alembert 解 


rtat 
3(f( + at) + f(x — at)) + = L. g(r)dr (26) 


没有 的 . 注意 到 (25) 只 依赖 于 9 距离 (z,y, >) 正好 是 |at| 的 球 壳 上 的 点 的 值 . 
然而 , (26) 依赖 于 g 在 距 z 点 小 于 或 等 于 |at| 点 的 值 ( 即 在 第 5.2 节 中 讨论 的 依 
赖 区间 中 的 点 ). 在 一 维 情形 , 从 点 P 发 出 到 达 P 点 的 速度 分 布 在 到 达 之 后 仍 
有 作用 , 然而 , 在 三 维 情形 , 这 种 作用 只 在 到 达 的 瞬间 且 没有 余 效 (余波 ). 因此 
在 三 维 可 发 送 清晰 的 信和 号, 但 在 一 维 会 出 现 余波 . 实际 上 在 一 维 情形 由 于 余波 造 
成 的 混乱 不 是 太 严 重 , 因为 一 旦 信号 的 瞬时 部 分 传 过 , 它 的 延续 作用 是 常量 (BD, 
对 固定 的 x, (26) 中 的 积分 最 终 是 常数 , 如 果 9 在 某 个 小 区 间 之 外 为 零 的 话 ), 这 
意味 着 用 无 线 电 有 效 的 通讯 是 可 能 的 . 然而 , 在 二 维 情形 , 也 有 余波 , 且 余 波 最 
终 不 是 常量 . 的 确 , 二 维 D'Alembert 解 的 类 似 公式 是 (参看 习题 14) 


(z-ž,y-— AP 
u(x, y, t) = 元- at al | ES Jatt? LP ~~ didy 


JSI Wee Zy?) — did}, r= Va? +77. (27) 
tora F<|at| 


Vat? — 72 


(27) 中 的 分 母 依赖 于 t 隐 含 在 二 维 情形 余波 最 终 不 是 常量 , 因此 在 这 种 情形 信 
号 (比如 电学 的 或 声学 的 ) 的 清晰 传递 是 不 可 能 的 ， 信 和 号 以 明确 的 像 波 阵 面 的 
扩展 外 形 传播 的 叙述 称 为 Huygens 原理 . 因此 , Huygens 原理 对 三 维 波 方程 成 
Z, 但 在 二 维 不 成 立 (每 个 偶数 维 也 不 成 立 , 参看 [Courant 和 Hilbert, p.690]). 
还 应 注意 到 公式 (23) 在 二 维 情 形 不 成 立 (为 什么 ?), 公式 (23) 是 导出 (25) 的 
关键 . 口 
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概要 8.3 


1. 球 坐 标的 Laplace BF: 对 u(z,y,z)=U(o,y,9), 如 同 命题 1 有 


1 
siny 


1 : 1 
Uzz + Uyy + Uzz = a (AU s)5 + (sin pUy)y + sin? p00): 


2. 单位 球面 上 的 Laplace BF As: 对 单位 球面 上 的 C? BR f(y, 4), 
1 
Asf(y,8) = Af(p, 9,9) |p=i = ae [sin Y foly + jp 


其 中 f(p,w,0) = f(y,9) 是 f 的 延 拓 , 它 在 径 向 为 常 值 . 


Laplace 算 子 人 (在 空间 上 ) 具 特 征 值 c 的 特征 函数 ( 即 , AF +cF = 0) 当 且 仅 
当 f(w,9) 是 具 特 征 值 A 的 球面 调和 的 ( 即 A.f+Af =0), B R(p) 是 以 下 方程 
的 解 


(PR'(p)) + (cp? — NR(p) = 0. (S1) 


如 同 将 证 明 的 (参看 第 8.4 节 的 定理 1), 特征 值 具有 形式 n(n + 1), n = 
0, 1,2,…, 且 对 每 个 这 样 的 n, 存在 2n + 1 个 在 第 8.4 节 中 所 描述 的 线性 无 关 的 
球面 调和 函数 . MA, 在 第 8.4 节 的 定理 5 中 我 们 证 明了 如 果 入 = n(n +1) 和 
c= +b? £0, 则 (S1) 的 通 解 是 R*(bp), 这 里 


+p) nrl Cd appt Ro (p) = (aoe? + boe™?), 
Rq (bp) = p ers, [Ro (P), b>0, ae y N, AN 
其 中 ao 和 bo 是 任意 常数 . 4 c= 0, A A= n(n +1) 的 (S1) 的 通 解 是 ap" + 
bp-(n+1), 


4, 应 用 ; 在 例 4, 我 们 求 得 径 向 热流 和 空间 波 的 传播 的 乘积 解 , 在 球 内 的 径 
向 热流 包含 在 例 5 中 . 例 6 导出 空间 中 任意 波 的 传播 的 D'Alember 公式 (25). 
该 公式 表明 Huygen 原理 在 三 维 中 成 立 . 
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练习 8.3 


1. 


用 球 坐 标 表示 以 下 函数 u(x, y, z), 并 利用 命题 1 中 (2), 通过 以 球 坐 标 计算 Laplace 运 
算 ( 即 Au = 0) 来 验证 这 些 函 数 是 调和 的 . 

(a) u(z,y,z) = (1? +y?4+27)-2, (b) u(z,y,z) = x(x? + y? + 2?)-? 

(c) u(z,y,z) = 2? + y? — 22?, (d) u(z, y, z) = 2? — 3z2?. 


. 假设 (z,y,z) REER 2? +y? + 27 = 1( 或 p= 1) 上 . 则 用 球面 上 yp 和 9 坐 


标 写 出 习题 1 中 的 函数 . 在 每 种 情形 , 验证 导致 的 函数 f(y,9) 是 球面 调和 的 ( 即 对 某 
个 常数 入 >0, Asf+Af =0). 入 具有 n(n 十 1), n=0,1,2,--- 形式 吗 ? 


3. 计算 As(sin p). sinp 在 单位 球面 上 是 C? 吗 ? 是 C1 吗 ? 是 连续 吗 ? 
4. (a) 证 明 : 如 果 f(x,y, z) 是 A 具 特 征 值 c HJA ME AR (Bp, Sex + fuv + tex + cf = 


0, f £0), 则 函数 g(x,y, z) = f(bx, by, bz)( b 40) 是 A 具 特 征 值 2c 的 特征 函数 . 
(b) 利用 (a) 部 分 和 定理 1 推断 : 如 果 R(p)S(y, 0) 是 A 具 特 征 值 土 1 的 特征 函数 , A 
人 ,5S 十 和 AS = 二 0, 则 r(p) = R(bp) 满足 c= +b? 的 方程 (10). 

(c) 直接 证 明 , 如 果 R(p) 满足 c= +1 的 (10), W r(p) 满足 c= +b? 的 (10). 


. (a) 利用 例 5 中 相同 的 想法 , 证 明 dr 在 单位 圆周 上 非常 值 的 C? 特征 函数 f(0)( 即 


f" 十 和 f = 0) 必 有 非 负 特征 值 . 
(b) 证 明 (a) 部 分 中 dr 的 特征 值 必 具有 n?, n= 0,1,2,--- 形式 . 


. 已 知 在 任意 无 边 光滑 曲面 了 上 (例如 , 球面 或 圆 环 面 ), 在 该 曲面 上 的 Laplace 算 子 是 


唯一 的 算 子 A, 使 得 对 所 有 在 T ER C? 函数 f 和 g, 满足 
/ fAgdA = -f Vf -VgdA, 
T T 


其 中 dh 是 人 上 的 面积 元 , Vf 表示 f 在 T 上 的 梯度 (该 公式 的 证 明基 于 散 度 定理 , 2 
BAY 8.6 的 习题 11). 证 明 A 在 TT 上 非常 值 的 特征 阻 数 具有 正 特征 值 . 


. 假设 在 例 5 中 球 的 半径 变 成 (2), 使 得 体积 为 1. 在 例 5 的 条 件 下 证 明 , 在 这 种 情形 


下 在 单位 方 体 的 中 心 冷却 则 比 在 球 心 冷却 更 迅速 (对 大 的 t). 


. 把 w(z,y,z,t) 表示 成 U(p,t)， ER p < 1 上 求解 具 初 始 温度 分 布 U(p,0) = 


p~ sin? (np) 和 B.C.U(1, t) = 0 的 热 方程 u = kA. 


.(a) 记 U(p,t) = g(p,t)/p, 把 以 下 绝热 单位 球 的 热 问题 转换 成 关于 未 知 函 数 g(p,t) 的 


一 维 热 问题 . 
DE. = k= (PU), 0<p<1, t>0; 
B.C. U,(1,t) = 0; 
LC. U(p,0) = f(p). 


10. 


11. 


12. 


13. 
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(b) Æ (a) 部 分 求 出 关于 o(p, t) 的 新 间 题 , 求 满足 关于 g(p,t) 问题 的 D.E. 和 B.C. 的 
乘积 解 R(p)T(t) 的 径 向 部 分 R(p) 的 Sturm-Liouville 问题 (参看 第 4.4' 节 ). 什么 方 
程 确定 特征 值 ?特征 函数 是 什么 ?( 务 必 考 虑 A < 0.) 假设 pf(p) 可 用 特征 函数 和 来 逼近 ， 
怎样 能 获得 在 (a) 中 原 问题 的 解 ? 
对 波 方程 情况 重 做 习题 9: 

D.E. Uu = a? (0°Up)o, 0<p<1, -w<t<a; 

B.C. U,(1,t) = 0, 


LC. U(p,0) = flp), Ur(p,0) =0. 


(a) 假设 在 习题 9(a) 中 去 掉 B.C. 使 得 结果 成 为 在 整个 空间 上 的 径 向 对 称 热流 问题 . 利 
用 半 无 限 杆 一 维 热 方 程 的 积分 解 来 解 关 于 g(p,t) 的 相应 问题 . 

(b) 通过 把 问题 转化 成 可 运用 D'Alembert 公式 的 一 维 波 问题 来 解 以 下 在 整个 空间 上 径 
向 对 称 波 问 题 : 


D.E. Un = a? (0°Up)o 0 < p<; 
I.C. U(p,0) = f(p), Ur(p,0) = h(p). 


验证 你 的 答案 与 直接 利用 空间 D'Alembert 公式 (25) 获得 的 一 致 . 
(a) 对 任意 复数 c 证 明 
U(e) = = (p>0) 


是 A 具 特 征 值 —c? 的 特征 函数 (BN AU — eU = 0). 
(b) 推断 


eke? t+ep 


V(p,t) = (p > 0) 


满足 热 方程 v = kAv. 

(c) 对 某 实数 a, $ c = a(1 + i), 考虑 (b) 部 分 中 V(p,t) 的 实 部 . 对 某 个 56, 以 t+6 
替换 t, OR p > po 的 热 方程 u = kAu 的 解 U(p,t), 使 得 U(po,t) = cos(wt) 以 及 当 
p— oo BY U(p,t) > 0. 

(d) 通过 去 掉 条 件 U(p,t) > 0, p > co, 求 热 方程 u = kAu 的 解 U(p,t), 使 得 
U(po,t) = cos(wt), 其 中 u 是 球 p < po 上 的 O? 函数 , 甚至 在 p = 0 处 也 是 C? 的 . 


提示 “为 消除 在 p= 0 处 的 奇异 性 行为 , 考虑 关于 两 个 可 能 相反 值 的 a 的 解 的 差 
当 f(x,y,z) 是 C3 和 g(x,y, z) 是 C? 时 , 直接 验证 (25) 确实 满足 三 维 波 问题 (19). 
提示 利用 中 心 在 (z,y, z) 的 球 坐 标 . 
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14. 由 形式 计算 (或 利用 习题 13 的 假设 ), 通过 利用 在 f 和 9 与 z 无 关 的 情形 下 三 维 解 
(25) 来 获得 二 维 波 问题 的 解 (27). 这 种 由 高 维 问题 的 解 获得 低 维 问题 的 解 的 技巧 称 为 
降 维 法 . 


88.4 球面 调和 函数 , Laplace 级 数 及 其 应 用 


在 本 节 将 求 出 所 有 的 球面 调和 函数 ( 即 A, 的 特征 函数 ), 并 证 明 在 球面 上 
任 一 C? 函数 能 写成 球面 调和 函数 的 一 致 收敛 级 数 (Laplace 级 数 ). 这 种 在 球面 
上 函数 的 Laplace 级 数 类 似 于 圆周 上 函数 的 Fourier BM. 它 用 于 涉及 当 解 显然 
依赖 于 角度 时 的 球 坐 标的 边 值 问题 , 如 在 以 下 例子 中 所 展示 的 . 


例 1 证 明 如 果 U(p,y,0) = R(p)f(y,0) 是 空间 Laplace 方程 AU = 0 
的 解 , 则 f(y, 0) 必 是 球面 调和 的 . 利用 该 事实 通过 以 球 坐 标 写 出 Laplace 方程 
Uzz 十 Uyy 十 Uzs = 0 的 某 些 显然 的 解 (如 ,z，y，z; vy, yz, 1?—y?, y?—27, 2?-2?) 
来 找 出 一 些 球面 调和 函数 . 以 这 种 方式 求 得 的 球面 调和 函数 的 特征 值 是 什么 ? 


解 如 果 U(p,y,90) = R(p)f(w,9) 满足 Laplace 方程 AU =0 HU £0, Wl 
U 是 A 具 特 征 值 c = 0 的 特征 函数 ( 即 , AU +0.U = 0). 于 是 , 由 第 8.3 节 的 
定理 1, f(y,9) 必 是 球面 调和 的 . 利用 第 8.3 节 的 变换 式 (1), 有 


xr=psinycos#, y= psinysinð 和 z=pcosy. (1) 


WE, RX sinycosé, sinysinð, cosy 都 是 球面 调和 的 . 作为 验证 , 来 计算 
sinycos6 的 As. 由 第 8.3 节 的 公式 (7), 得 


1 
-HE (sin y cosy 008 0) + ae (— sin y cos @) 


A, [sin y cos 6] = 0 de 


— (1 — 2sin? y) cos 6 一 et (sin pcos @). 


= = 
因此 ，sinwcosb 确实 是 A, MATERA A REE 2，、 可 验证 singsing 和 
cosy 也 具有 特征 值 2, 但 实际 上 我 们 可 从 球 对 称 性 推 得 该 结果 . 的 确 , 关于 直 
Rao = y = z We 120° 的 一 个 空间 旋转 , FLA (2, y, z) 变 成 (y, z,z), 于 是 函数 x 
变 成 y,y 变 成 z 和 z 变 成 z. 因 算 子 A 和 A, 是 旋转 不 变 的 , 故 由 对 称 性 得 到 这 
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些 函 数 的 每 个 函数 有 相同 的 特征 值 , 即 2. 有 无 穷 多 具 特 征 值 2 的 其 他 特征 函 
数 , 但 下 面 的 定理 1 意味 着 这 些 特 征 函 数 都 可 通过 组 成 线性 组 合 cl sin ycos 0+ 
czsinw%sing + ca cosy 获得 . 对 给 定 的 特征 值 \ Asf + 和 Af = 0 的 所 有 解 的 集合 
称 为 As 的 特征 空间 . 因此 , 上 述 所 有 线性 组 合 的 集合 是 As 相应 于 特征 值 2 的 
特征 空间 , 且 该 特征 空间 是 三 维 的 . 还 从 第 8.3 节 的 定理 1 知道 , 当 限制 在 球面 
pp=1 上 ,二 次 调和 函数 2zy,，2yz,，2zz, z2 — y? A y? — 22 A A, 的 特征 函数 . 
用 o 和 9 表示 , 这 些 调和 函数 分 别 是 (利用 (1)): 


2sin2pcosbgsing， 2sinpcoswpsing， 2sinycos peosb, (2) 

sin? p(cos? 0 — sin? 0) 和 sin? psin?0 — cos? y. 
这 些 球面 调和 函数 都 可 经 旋转 从 一 个 变 成 另 一 个 (例如 , 注意 到 2zy 由 绕 z- 轴 旋 
转 45° 的 旋转 变 成 z? —y?, 且 经 关于 直线 z =y = z 的 旋转 , 如 上 , z,y z 循环 依 
次 变动 ). 因此 , 它们 有 相同 的 特征 值 . 通过 计算 这 些 函 数 中 的 任 一 函数 的 A。 可 
得 到 该 特征 值 . 然而 , 有 更 容易 的 方法 求 得 它 . 注意 到 2zy = 022sin2ocosgsin 8, 
它 上 共有 形式 R(p)f(w,0), 其 中 R(p) = P, 这 是 第 8.3 节 的 (13)mn = 2 和 入 = 
2(2+1) = 6 的 特殊 情形 . 因此 , 由 次 数 为 2 的 调和 多 项 式 (没有 低 次 项 ), (2) 的 任 
意 一 个 球面 调和 函数 的 特征 值 是 6. 我 们 还 将 证 明 五 个 函数 (2) (经 线性 组 合 ) 生 
成 A。 的 特征 值 为 6 的 整个 五 维特 征 空间 . (注意 到 2? 2? = (x? —y?) + (y? —z?), 
所 以 这 不 限制 As 的 第 六 个 无 关 的 特征 函数 .) o 


定义 一 n 次 多 项 式 ulz, y, z) 称 为 是 齐 次 的 , 如果 它 的 所 有 项 都 是 n 次 
的 (例如 z3 一 3zy? + xyz). 此 外 , 函数 u(x, y, 2) 称 为 是 调和 的 , 如 果 ulz, y, z) 


满足 Laplace 方程 Au = ure + Uyy + Us = 0 (例如 ,z3 — 3zy? + ryz 还 是 调 
和 的 ). 


用 例 1 中 用 过 的 技巧 , 可 证 明 以 下 定理 


定理 1 每 个 n 次 齐 次 调和 多 项 式 wu(z,y,z) 可 写成 形式 U(p,y,0) = 
p"f (yp,0), 其 中 CAJ) 是 As 具 特 征 值 n(n 十 1) 的 -个 特征 函数 ( 即 ， 球 


面 调和 的 ). 
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以 下 更 深入 结果 的 证 明 将 在 有 关 Laplace 级 数 的 子 节 中 给 出 . 


定理 1 对 任 一 (C°) 球面 调和 函数 f(y, 0), 存在 整数 n> 0, 使 得 p” fl, 8) 
Wo, y Az 表示 时 是 调和 多 项 式 . f(y,9) 的 特征 值 是 n(n+1), HA 2nt+1 


个 线性 无 关 具 特征 值 n(n + 1) 的 球面 调和 函数 (BN, 对 应 于 该 特征 值 的 As 
的 特征 空间 具有 维 数 2n + 1). 


对 小 数值 的 仅 用 反复 试验 法 也 许 会 容易 求 得 on + 1 个 独立 齐 次 调和 多 
项 式 . 仅 由 考虑 (a + iy)", (y + iz)” 和 (z+ iz)” 的 实 部 和 虚 部 总 可 求 得 一 些 
这 种 多 项 式 (为 什么 ?) 然而 , 我 们 需要 发 展 一 个 求 出 所 有 这 些 多 项 式 的 系统 方 
法 .实际 上 有 许多 不 同 的 方法 ， 最 常见 的 方法 是 ， 用 球 坐 标 表示 时 ， IREM 
pnL(g)M(0) 的 调和 多 项 式 . 把 该 形式 代入 第 8.3 节 c 二 0 的 (9), 得 

一 1 1 F / 1 1 1 

n(n +1) = oe 人 (WMO) + FTOM o) (3) 
由 分 离 变量 得 到 结论 : M/M 是 常数 ， 该 常数 必 具 有 形式 m, 对 整数 m = 
0,+1,+2,.…, 因 不 然 的 话 M(b) 不 可 能 是 以 2 为 周期 的 周期 函数 (为 什么 这 
是 必须 的 ?). 因此 , M(9) 具有 形式 cl cos(mé) + cz sin(mé), 但 习惯 上 用 复 符 号 


Mm(0) = ei™, m=0,+1,+2,---. 


对 每 个 m, 对 M(0) = Mm(9), 由 (3) 得 到 以 下 关于 L(y) 的 常 微 : 


sin plsin pL (wp) + [n(n + 1) sin? y — m7] L(y) = 0. (5) 


4 m = 0 时 , CRN Legendre 微 分 方程 , 对 m 40 称 为 伴随 的 Legendre 方 程 . 
解 这 种 方程 通常 的 方法 是 先 作 变换 w = cosy 并 定义 h(w) = h(cosy) = L(y). 
利用 链 法 则 $ = Erem = -sing $, UR sin? yp = 1 一 w?, 立刻 得 


d dh 
一 k A Wal 
(1 wa 


((1— w*)—) + (n(n + 1)(1 — w?) — m?)h(w) = 0. (6) 
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当 m = 0(Legendre 微分 方程 ) 时 , 该 常 微 可 由 假设 一 个 解 是 以 每 级 数 > arw 的 
形式 来 解 得 . 我 们 将 以 更 自然 的 方式 (参看 例 3) 产生 期 望 的 无 奇异 性 的 解 . FER 
数 方法 表明 w = cosy 在 +1 附近 (BP, 当 趋 于 球 的 北极 和 南极 时 ) 有 确切 定义 的 
仅 有 的 解 是 一 个 关于 w 的 次 多 项 式 的 常数 倍 , ALEMAN n WK Legendre 
TAP, (w). 齐 次 二 阶 常 微 (6) 的 任 一 第 二 个 线性 无 关 的 解 在 w = 士 1 有 奇异 性 ， 
因 通 过 检查 Wronski 行列 式 (参看 习题 8) 容易 证 明 . 前 5 个 Legendre 多 项 式 
是 


Pow) = 1, p(w) =w, Blo) = 580? 1) Pa(w) = 5 (64° — 34), 


l 7 
P(w) = 5 (3548 — 30w? +3), . P(w) = =(63w5 — 70w3 + 15w). K 


1 
8 
可 能 会 需要 高 阶 的 Legendre 多 项 式 , 一 般 的 公式 是 (参看 例 3) 


其 中 如 果 n 是 偶数 ,[ = 8, 如 果 n 是 奇数 , [中 = 号 一 去 
Hid 作为 选择 , 有 一 个 漂亮 的 对 称 公 式 
> ! —1,\n- 
Palo) = gga ep) ESE 
k=0 


_< -iyah n! -on—k P k Py\2 oO 
2 Cersi 2 co8 3) ， 


例 2 求 一 z,y 和 z 的 三 次 调和 多 项 式 , 使 得 它 在 球面 p = 1 上 的 限制 是 
与 9 KAMER AVA Al pa f(y, 0). 

解 ” 先 求 适 当 的 球面 调和 函数 , 然后 构造 该 多 项 式 . 龙 积 球 调和 函数 具有 
形式 Liye’, 其 中 L(y) 是 伴随 的 Legendre 方程 (5) 的 解 ， 由 于 期 望 与 9 
无 关 的 球面 调和 函数 ， 我 们 取 m = 0 并 得 出 L(y) = Pr(cosy). TERRA E, 
z = cosy. 因此 , 由 于 希望 得 到 次 数 为 3 的 多 项 式 , 取 n = 3, 则 合适 的 调和 多 
项 式 是 


2p° P3(cos y) = 03(5cossp — 3cosy) = 52? — 3zp? = 523 — 3z(£? +y? +27). O 
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例 3 考虑 熟悉 的 调和 位 势 u(z,y,z) = (z2 +y? + 2*)-2 = pl, 并 令 
u-(z,y,z) = u(z,y,z 一 c) 是 它 沿 着 z- 轴 的 平移 ， 用 球 坐 标 we 由 U.l, p, 0) = 
(p? — 2cpcosy 十 2) 给 出 .通过 把 U, 展 成 变量 c HIER, 证 明 


Uc(p, 9,8) = 》 Pn(cosp)p "Ver, (9) 
n=0 
其 中 P, (cosy) 由 (8) 给 出 . 证 明 P,(cosy) 确实 满足 Legendre 微分 方程 (BP 
m = 0 的 方程 (5)). 
解 注意 到 r? +y? + (z —c)? = pP -Rezt e = 02-2cocosp+oc2 = 
p?(1 — 2cosy(c/p) + (c/p)”). Fait, $ € = c/p Fl w = cosy, 44 


Uelo, 9.8) = p7 lt — 2 cosy +£? = pl- 2€(w 一 2- 


利用 二 项 式 展开 [1 - 26)-# = D2, e va lol < } 是 收 全 的 ), HR 5 = 
E(w 一 $6), 则 得 (对 [E(w — €/2)| < $, 比如 上 < $ 3È Jel] < /3), 对 |c| < 4,4 


uoe) = FY are — 30) 


r=0 


v1 > (2r)! r r—s 

= (eo ty 
1 (2 )! 1 ! we T+s 

-LÈ Su [Ci 


1)*(2r)! 一 s ,—(1+r+s) „r+ 
>>» File Zs) Eri — sya” Gii 


r=0 s= 


因 要 以 cn 为 项 的 级 数 , 则 作 指 标 变换 n=r+s, k =s. HR k=s<r=n-s= 
n-k, BA 2k <n, 其 中 取 值 于 0 和 [3] 之 间 . 因此 , 有 


æ | 1 RA (-1)*(2n — 2k)! 
Uc(p, 9, 9) = X = J AOT T losg)? | pee, je < Ê, 
2. |27 2. Fin -k)i — 2k)! 3 


此 为 期 望 的 关系 式 (9). 为 证 明 P, (cosy) Æ Legendre 微分 方程 的 解 , 只 需 证 明 
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Palcos) +D 是 调和 的 . 然而 , 由 于 (9) 是 函数 f(e) = Uc(p, wp,9) 的 Taylor 
级 数 , 故 必 有 


nlPn(cosp)p ("+ = f™(0) 

= F(a 十 只 2 十 (z 一 c)*)~2 |exo = rie +y? + z?)-4, (10) 
此 为 一 调和 函数 的 偏 导数 , 于 是 本 身 是 调和 的 (为 什么 ?). 口 

我 们 知道 , 如 果 L(y)  m 阶 伴随 的 Legendre 方程 (5) 的 解 , 则 e? L(y) 

是 球面 调和 函数 . 至 此 , 我 们 已 构造 了 当 m = 0 时 的 球面 调和 函数 , 即 P, (cos p). 
这 些 球面 调和 函数 只 依赖 于 (不 依赖 于 0), 它们 称 为 带 状 球面 调和 函数 . 对 一 
任意 整数 m, (5) 的 适当 的 解 Pm(w) 称 为 伴随 的 Legendre BR, 且 由 以 下 
给 出 


Pam(w) = (1-3) t 2 Palu) 


Pa m(cos y) = sin™ pP\™ (cosy), m >o, 


Pn,m(w) = Pa, -m(w), m <0. 


注意 到 如 果 |m| >n, Pam(w) = 0, 因 Pa(w) 是 一 n 次 多 项 式 . 验证 Py m(w) W 
足 方程 (6) 的 一 种 方法 是 对 |m| 用 归纳 法 , 利用 事实 : 当 m = 0 时 P(w) 满足 
该 方程 . 这 没有 解释 (11) 最 先是 如 何 求 得 的 , 在 最 后 的 子 节 中 提供 了 一 个 推导 
(参看 定理 6). 


定理 2 对 任 一 整数 n > 0, 下 面 的 2n + 1 个 函数 是 A。 的 具 公共 特征 值 
n(n +1) 的 特征 函数 ( 即 , BRI A PR): 


Snym(y, 0) = ei’™ Pa m(cosy) = eime sinlImlpP(ml)(cosp)， m= 一 ,n. 
(12) 
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通过 取 实 部 和 虚 部 , 我 们 有 实 值 球面 调和 函数 : 


已 (cos p)，cos(rng) sin™ yP’™ (cosp), sin™ pP’™ (cosy), m = 1,-++ n. 


(12) 
12) 中 的 每 个 函数 与 om 相 乘 后 , 当 以 z,y 和 z 表示 时 成 为 n 次 调和 多 项 
式 . 


在 给 出 证 明之 前 , 在 图 1 我 们 向 读者 提供 了 一 些 球面 调和 函数 的 绘画 表示 . 
第 一 张 图 是 单位 球面 . 在 图 1 中 的 其 他 图 中 , 为 了 表示 一 给 定 的 球面 调和 函数 ， 
比如 Sly, 0), 我 们 已 将 单位 球面 上 的 每 点 (po,b) 推 离 原点 a- S(p,0) 的 距离 , 其 
中 a 是 正常 数 (通常 是 0.5 或 更 小 , 使 得 球面 的 形变 不 太 严重 ). 如 果 5S(w,0) < 0， 
则 点 (p, 0) 推 向 原点 . 注意 到 带 状 球面 调和 函数 P, (cosy) 由 绕 z- 轴 旋转 的 曲 
面 表示 , 而 其 他 的 球面 调和 则 不 是 , 由 于 因子 sin(m0), 虽然 这 些 其 他 的 曲面 仍 
然 具 有 一 张 不 连续 的 关于 z- 轴 旋转 对 称 的 裙 曲 面 ， P3(cosy) 和 Ps(cosy) 给 了 
两 张 视图 , 因为 这 些 曲 面 在 wy- 平面 上 反射 不 是 不 变 的 . 注意 到 如 果 min 是 
偶数 , 则 Prym(cos p) sin(mé) 的 曲面 在 zy 平面 上 反射 是 不 变 的 ， 因为 在 那 种 情 
形 已,m(cosp) KF y = 3 FER BR (为 什么 ?). 当 m 是 偶数 时 , 有 过 z_ 轴 的 
对 称 性 . 如 果 n 是 偶数 m 是 奇数 , 则 曲面 关于 原点 对 称 (为 什么 ?). 这 些 事实 可 
使 我 们 “看 到 ”曲面 没有 显示 的 部 分 . 

定理 2 的 证 明 (12) 中 的 每 个 函数 是 函数 M,(9)( 参 看 (4)) 和 (5) 的 一 个 
解 的 乘积 , 因此 是 Asf = -n(n + 1)f 的 一 个 解 (参看 (3)). 易 得 该 线性 齐 次 方 
程 解 的 实 部 和 虚 部 也 是 解 ， 由 于 pr 满足 第 8.3 节 入 = nati) 和 ec=0 的 
(10), 故 由 第 8.3 节 的 定理 1 得 知 , 当 (12) 中 的 任 一 函数 以 pr 相 乘 时 ， 则 得 
到 空间 上 的 调和 函数 . 剩 下 来 证 明 这 些 调和 函数 当 以 zx,y 和 z 表示 时 是 n 次 
多 项 式 . Sr = Je? +y? = psinp. 注意 到 cos(rnb)pom sin™ p = r™ cos(rnb) = 
Re[(x + iy)™], 以 及 sin(mé)p™ sin™ p = --- = Im[(z + iy)™], 它们 是 多 项 式 . 此 
外 ， pm PA™ (cos y) RAE Ar- 的 主 项 (A z = pcosw), 而 次 项 具有 形式 
Bz"-m-2p2, 等 等 . 认识 到 在 P(w) 中 w 的 短 次 都 是 偶数 或 都 是 奇数 (为 什 
A?) 是 重要 的 , 于 是 只 有 p WUE BL. 因 p? = 2? + y? + 27, 所 以 这 些 p 的 
偶 次 寡 都 是 多 项 式 (不 同 于 p 本 身 ), 因此 pn-mP(m)(cosp) 实际 上 是 个 多 项 式 . 
于 是 由 (12) 的 函数 以 om 相 乘 得 到 的 每 个 调和 函数 确实 是 一 个 多 项 式 . 口 


注 记 习题 12 说 明 , 每 个 实 的 调和 次 多 项 式 是 由 球面 调和 函数 (12') R 
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P,(cosp) P, (cosy) sin(@) P, (cosy) sin(26) P;(cosp) 


已 (cosp) P, (cos) sin(@) P, (cos) sin(26) P, ,(cosp) sin(3@) 


P,(cosp) P,,(cosp) sin(@) P,2(cosg) sin(20) P; (cosy) sin(3) 


z 


P; (cosp) P;(cosy) P; (cosy) sin(@) 
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以 on 获得 的 调和 多 项 式 的 线性 组 合 . 这 些 函 数 中 没有 一 个 是 其 他 函数 的 线性 组 
合 , 因为 作为 0 的 函数 它们 是 正 交 的 (因此 是 线性 无 关 的 )， 更 一 般 地 , 有 以 下 
结果 . 口 


定理 3( 球 面 调和 函数 的 正 交 性 ) 对 所 有 整数 n, n > 0 以 及 —-n<m<n 
和 -n's m <n’, 利用 (12) 中 的 记号 , 有 


2r r 
f | Snrim(Y; 9) Sn m (p, 8) sin pdypdé 
0 Jo 


如 果 m 关 m 或 ngn 
(eo t, WME m=m 和 n=n. 


证 明 对 单位 球面 上 的 连续 复 值 琐 数 f(y,9) 和 glp, 6), 定义 


2r n 
(f, o) = f f Fle, Oole, 0) sin pdpdð. (14) 


如 果 f 和 9g 是 C?, 则 关于 y 和 6 分 部 积分 , 如 在 第 8.3 节 的 例 3 中 那样 , 得 
(f,4s9) = T I f(y,0) pe + ing) dpdb 


2r 
=- f f (Solo + ate fogo) sin pdpdð, (15) 


其 中 为 了 消去 端点 的 差 , 已 利用 了 gof > 0 人 sin0 = sinr = 
0. HR (14) 或 (15) 的 复 共 辆 与 交换 f 和 9 具有 相同 的 效果 . 因此 有 U, 5.9) = 
(g, Asf), 或 


单位 球面 上 的 Green BH: (f, Asg) = (9, Asf) = (Asf, 9). (16) 


由 事实 AsSn,m = —n(n + 1)Sn,m 和 (16), 得 
—[n(n + 1) — n'(n' +.1)}(Snjm; Sn,m’) = (AsSnm, Sn’ym’) — (Sn,m, AsSn’,m’) = 0. 
因此 , 如 果 n Zn’, 则 (Spm, Sym) = 0 (BN, 如 果 n Fn’, (13) 成 立 )， 如 果 


n=n 和 m#m, 则 只 要 利用 cn 和 e? 在 9 的 区 间 [0,2x] 上 的 正 交 性 . 在 
习题 10 中 , 我 们 协助 读者 证 明 当 n= n 和 m =m! 时 的 结果 (13). 口 
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球面 上 函数 的 Laplace RR 


定义 ”定义 在 球面 上 函数 f(y, 0) 的 Laplace 级 数 是 


LS f(v,0)= >》，>》，cnmSnm(p,b)， 


n=0m=-n 


_ (n—m)!2n+ ghee es 
人 十 而) Az flp,0)e Pam(cosp)sinpdedð, 118) 


= |$n,m||~ 2(f, Sn, m) 


Pam 和 Spm 分 别 由 (11) 和 (12’) 定义 , 如 果 积 分 (18) 存在 的 话 . 


注 记 就 像 圆周 上 的 Fourier 级 数 或 矩形 上 的 二 重 Fourier RAR, 球面 上 函数 
的 Laplace 级 数 是 一 个 特征 函数 展开 , 其 中 算 子 是 函数 的 给 定 区 域 上 的 Laplace 
算 子 . 系数 公式 形式 地 由 正 交 关系 (13) 获得 . o 


定理 4(Laplace 级 数 的 一 致 收敛 性 ) 设 f(w,9) 是 单位 球面 上 的 C? 函数 ， 
则 f 的 Laplace 级 数 在 以 下 意义 下 一 致 收敛 到 f 


|f(p,0) — 3 > cnmSnm(p, 0)| < qa 


n=0 m=—n 


其 中 M 是 连续 函数 | 人 f(y,9)| 在 单位 球面 上 的 最 大 值 . 


证 明 S on 表示 (19) PRA, S p 是 球面 上 任意 一 点 . 可 以 证 明 (参看 习 
题 13) RE on(p) 的 值 看 上 去 可 能 依赖 于 北极 的 选取 ( 即 球 坐 标的 选取 ), 实际 
上 不 是 这 样 . 因此 , 为 证 明 oo(p)，o1(p)，o2(p),… 的 收敛 性 , 可 选 p 在 北极 的 
球 坐标 . 假设 已 作 了 这 个 选择 , 我 们 只 需 证 明 (19) 在 极点 y = 0 是 有 效 的 . 在 点 
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p, WA 


N n N 
on(p) = 5 5 cum amlee = D Cn,0 


n=0m=—n n=0 


2r px N 
= r- [ ji D e sin pdpdb 
= ri mw) 十 3P,(w) +--+ (2N + 1) Px (w)|F (w)dw, 
一 


其 中 F(w) = F(cosy) = 去 局 " f(y, 0)d0 是 了 在 纬度 p= cos w 上 的 平均 . 在 
习题 9 中 我 们 证 明 


Po(w) + 3Pi(w) +: + (2N + 1)Pn(w) = Py(w) + Php (w). 
因此 ， 
] 7 / 
ont) =3 | IPKO) + Pin (oF wd 

1 1 

= jlPwv(w)+ Prsa(w))F(e)| -3 f F'(w)[Py (w) + Puyi (w)]dw 
=i -1 

=F) -3 | PPvG)+Pvraolau (20) 

-1 


其 中 用 了 事实 已 (1) = 1 M Pa(-1) = (-1)"( 人 参看 习题 9). A F(1) = f(p), 故 有 
(根据 (20) 和 Cauchy-Schwarz 不 等 式 |(f,g)| < II FIlilgll), 


1 1 
\f(p) —on(p)| = zl < F',Pn + Pnp >| <S all (Pn + PN+1, Pn 十 Pv+l) 


1 2 2 ||F" || 
= —||F’||,/——— < 一 一 一 
all | IN+1 1 2N+3 V2N +1 (21) 


其 中 rR? = fi, F'(w)?dw 以 及 由 习题 10, | Pvll2 = 2/(2N + 1)， 接 下 来 以 
M = max |As f (p, 9)| 来 估计 IFI- A = = — siny, AXFA Leibniz 法 则 得 


; , f d 2r 2r (7 : 
-2nsin? pF"(p) = sing a f j(p,g)dg = ji | inotel Oodva 


P f?r | 1 
= : sin + in pdédy, 
i aio. Pfo)p sin? 9700) sin p 
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其 中 , 根据 fo 的 周期 性 , BET f°" foodd = 0. 因此 ， 
sin? y|F’(w)| < mf" sin ydy = M (1 ~ cosy). 
0 


X} 0 < y < 4, Æ sin’?y = (1 — cos? p) > 1 一 cosp. FH, |F'(w)| < M, 0 < 
w <1. 类 伏地 , 上 面 以 -S 替换 JY, 得 Ew) <M, -1<w <0. 从 而 有 
Ji, F'(w)?dw < 2M?, ||F'|| < VZM, 因此 由 (21) 得 (19). o 

定理 1 的 证 明 假设 存在 A。 具 特征 值 和 的 实 值 C2 特征 函数 f. 如 果 该 
特征 值 不 具 形式 n(n +1), W 


—(A = n(n 十 1)) ~ (f, Inm) == (Asf, Sam) = (f; As nm) = 0, 


所 以 得 (f,Snm) = 0. 因此 , LS f(w,9) = 0, 且 由 于 f 是 C?, 由 定理 .4, 则 有 
f(e,9) =LS f(y,0) =0. 如 果 入 具 形 式 n(n +1), W f 属于 特征 值 为 n(n + 1) 
的 特征 空间 , 仍然 有 /ep,b) = LS f(y,0), 此 为 Spam, m= —n,---,n 的 线性 组 
合 . 由 于 f 是 实 值 的 , 故 该 线性 组 合 的 虚 部 必 相 互 抵消 , 表明 f 是 以 下 实 特征 函 
数 的 线性 组 合 : 
Pr(cosy), cos(m@)Ppm(cosy), sin(m@)Prm(cosy), m=1,---,n. 
(22) 
于 是 , A, 的 任 一 C? 特征 函数 必 具 有 形 如 n(n +1) 的 特征 值 , HÆF n(n + 1) 
的 特征 空间 中 的 函数 必 是 (22) 中 的 函数 的 线性 组 合 ( 即 , 该 特征 空间 的 维 数 是 
2n+1). MEH 2 已 知 (22) 诸 函 数 是 n 次 调和 多 项 式 (在 单位 球面 上 的 ) 限 
制 . 口 
例子 和 应 用 
例 4 ( 球 内 的 稳 态 温度 ) 求解 以 下 球 内 Dirichlet 问题 : 


D.E. Uzr + Uyy 十 zz 一 0，D<2; 
B.C. u(z,y,z) = £? + 2y?+3z?, p=2. 


解 ” 先 用 p = 2 的 球 坐 标 写 出 r? + 2y? + 3z2: 


(23) 


x? + 2y? + 32? = 4sin? y cos? 6 + 8 sin” ysin? 0 + 12cos* y = f(y, 9). (24) 


我 们 将 把 f(y, 0) 表示 成 球面 调和 函数 的 线性 组 合 . 其 次 , 我 们 只 需 在 具 特 征 值 
n(n+1) 的 每 项 前 面 插入 因子 (p/2)", 然后 这 个 结果 将 解答 原 问题 (为 什么 ?). 通 
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过 计算 关于 Laplace 系数 的 积分 (18) 可 计算 f(y,9) 的 Laplace 级 数 . 由 于 (在 
(24) 中 ) 关于 sin y 和 cosy 的 多 项 式 因子 的 最 高 次 数 是 2, 故 知 cnm = 0, n > 3, 
但 仍 还 留 有 9 个 积分 要 计算 . 然而 , 利用 半角 公式 (例如 , sin? = #[1 — cos(26)]) 
我 们 来 试图 把 f(y,9) 写成 Laplace 级 数 的 形式 . 首先 把 f(y,0) 写成 关于 6 的 
Fourier RR, 系数 是 yp 的 函数 : 


jf(p,g) = (6sin? p + 12 cos? p) — 2sin? y cos(20) = (6 cos? y + 6) — 2sin? ycos(26), 


其 中 我 们 已 把 第 一 项 写成 w = cosy 的 多 项 式 , 因 要 把 该 项 表示 为 Legendre 多 项 
式 的 和 . 由 于 P(w) = 3(3w?—1) 和 Pow) = 1, BAT 6w? +6 = (4P)(w) +2) +6 = 
4P,(w) + 8Po(w). 还 要 把 因子 —2sin? p 表示 为 伴随 的 Legendre 函数 的 线性 组 
合 志 omPua(w) = sin? yD anPy(cosw). 因此 , 需要 Dan Pw) = -2, 且 显然 
除了 n= 2 之 外 an = 0, 这 时 有 a2PY(w) = az :3 = -2 BAR a = -2. 于 是 有 
以 下 f(y, 0) 的 Laplace 级 数 : 


f(p,8) =8Pa(cosy) + [4P:(cos p) - È Ps.2(cos p) cos(20)] 
= 8 + [(6 cos? y — 2) — 2 sin? ycos(20)]. 


由 于 在 方 括号 中 的 项 是 n = 2 的 球面 调和 函数 , 故 以 (0/2)? 乘 该 项 , 得 到 解 


U(p, 9,0) = 8 + [(6 cos? p — 2) 一 2sin? p cos(20)}(F)?, 


1 
u(x, y, z) =8+ 322 一 a(t +y? +27) - re —y?) =8 一 z2 +2. (25) 


作为 验证 , 注意 到 u(r, y, z) = 8 一 zx? +2? 显然 是 调和 的 , 且 当 r? +y? +z -4 
Ht, 有 ulz, y, z) = 2(a? +y? + 2?) 一 z2 十 22=z2 十 2%2 十 3z2, 所 以 (25) 是 问题 
的 解 . 实际 上 , 有 空间 中 有 界 区域 上 调和 函数 的 最 大 值 最 小 值 原理 (与 第 6.4 节 
中 二 维 形式 的 证 明 完全 类 似 ). 作为 一 个 推论 , 有 界 区 域 上 Dirichlet 问题 的 解 是 
唯一 的 (例如 , (25) 是 (23) 的 唯一 解 ). 口 

注 记 在 例 4 中 用 的 方法 可 用 来 求解 任 一 球 内 的 Dirichlet 问题 , 其 中 在 边 
界 球面 上 的 函数 是 ”次 多 项 式 , 记 作 p(x, y, z). 的 确 , 该 解 将 是 次 数 < n 的 调和 
多 项 式 h(x, y,z). 在 球面 上 所 有 的 点 (x,y,z) 有 p(x,y,z) = h(x, y, z), 但 在 其 他 
点 通常 不 相等 . 口 
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例 5 (振动 的 气球 ) S vo(y,0,t) 表示 一 平衡 半径 为 po 的 振动 的 球形 气球 
在 点 (po,%,6) 处 径 向 ( 正 的 p) 位 移 . 假设 是 均匀 的 , 可 证 明 关于 (无 阻尼 的 )v 
的 唯一 的 二 阶 方 程 具 有 形式 ve = a? 人 sv — wv, 其 中 a Aw 为 某 常数 . 求 以 下 
的 形式 解 


DE. v=aAsv -ww, Ogy, <x, 


LC. wv(wp,0) = f(p,0), vlg, 0) = 9(¢, 4). 


E 由 分 离 变 量 v = T(t) F(y, 6), 得 


因此 , F(y,0) 必 是 具 特 征 值 和 的 某 个 球面 调和 函数 , 特征 值 必 定 具 形式 An = 
n(n +1), 以 及 T(t) = cı cos( Vw? 十 a2Ant) + ce sin( Vw? + a2Ant). FE, 形式 上 
有 


Do n 
u(y, 0, t) = > 5 (an,m cos( w? + a? Ant) +bn.m sin( w? + a?Ant))Sn,m (P, 9), 


n=0 m=-n 


其 中 
1 
Qn,m = ISnmll~?(f, Sn,m) 和 bn,m = Ta l Sml’, Sn,m), 


以 及 
(n —m)!(2n + 1) 


An =n(n+1), Snm(p,0) = einm4 Pa (cos p), U1 Sieve I = Oe 


如 果 初 始 位 移 和 初始 速度 分 布 /和 g 是 C? 的 , 则 (根据 定理 4) 在 任 一 确定 的 
实验 误差 之 内 可 用 它们 的 Laplace 级 数 的 部 分 和 来 和 逼 近 , 由 此 得 到 D.E. 的 Cw 
解 , 该 解 在 实验 误差 之 内 满足 LC. 我 们 把 解 的 唯一 性 以 及 解 对 初始 数据 的 连续 
依赖 性 的 证 明 留 给 有 兴趣 的 读者 . 口 


例 6 ( 球 上 的 热 问题 ) 描述 Laplace 算 子 的 所 有 特征 函数 , 它们 在 球 p< po 
的 内 部 是 C? 的 , 且 在 边界 球面 p = po 上 为 零 . 利用 这 些 特征 函数 来 形式 求解 
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以 下 热 问题 


D.E. up = k(Uzss + Uyy + zz), 2? +y? +z? <p, t20; 
B.C. U (po, p:0.t)=0, 0< p, 5 ST; 


I.C. U (p, P: 8,0) = fle, P, 8), 0 <P < po. 


解 ” 由 第 8.3 节 的 定理 1 得 知 , 如 果 R(p) f(y, 0) 是 A 的 特征 函数 , 则 f(s,9) 
是 具 特 征 值 n(n + 1) 的 球面 调和 函数 , 且 R(p) 满足 径 向 方程 


(PR'(p)) + (cp? — n(n + 1))R(p) = 0. (28) 


Xt c = 0, PAR R(p) 必 是 pr 的 倍数 , 因 另 一 个 线性 无 关 的 解 在 p = 0 处 有 
奇异 性 ， 然而, p” TE p = po MBAS, 因此 必须 取 c 40. 当 c = b 时 ， 
有 (参看 下 一 子 节 中 的 定理 5) 通 解 Rz (bp), 其 中 Ri(p) = P” (4 £)" [R5 (P)), 
Ro (p) = (ae? + be~?)/p (参看 第 8.3 节 的 (14)). Ry (bp) 在 原点 无 奇异 性 的 唯一 
形式 是 A-sinh(bp)/p, BEK p = po 时 不 等 于 0, 除非 4=0. 当 c= 妇 时 ,有 ( 参 
看 定理 5) M RI (bp), 其 中 R+(p) = G EIRE (o Ri(p) = A-sin(p+4)/p. 
因此 如 果 Ri (o) 在 p=0( 即 5=0) 处 无 奇异 性 , 则 R+(p) 是 以 下 的 常数 倍 


_ sing 
0 =o = 
jl) = 一 


HABE AD BM, BAS 1S 逐 项 用 到 形 如 co + cop? + capt +--- 
的 级 数 时 ( 只 涉及 到 p ABB, 就 像 (29) 中 的 级 数 ), 第 一 项 消失 , 其 他 项 中 
的 指数 减少 2, 得 到 另 一 个 这 种 形式 的 级 数 ， 对 级 数 (29) 反复 应 用 该 事实 , 得 
(28) E c= +b? 的 某 些 非 奇 异 的 解 是 以 下 的 常数 倍 


jn(bo), 其 中 jn(o) = ("e (25) lio(o)], n=0,1,2,.... (30) 
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而 且 p" 的 因子 确保 加 (po) A n—1 的 导数 在 p = 0 处 为 零 . 如 果 算 子 "(4-2)" HF 
用 于 形 如 c_1p-1+cop? 十 cip! 十 … 的 级 数 上 , c_1 Z0 (如 级 数 cos p/p 或 e*?/p), 
则 结果 总 是 有 奇异 性 (为 什么 ?). 因此, jn (po) 的 常数 倍 是 (28) 唯一 的 无 奇异 性 
的 解 . 由 于 B.C., 需 对 "选取 , 记 作 bnala = 1,2,3,---), 使 得 加 (bnapo) =0. 令 
Bn.g 表示 满足 jn(Bnq) = 0 的 第 9 个 正 实数 ( 即 加 (6) 的 图 像 穿 过 正 8- 轴 的 第 
gq 个 位 置 , jn 的 第 9 个 正 零点 ). 则 


j (bn,apo) = jn(Bn,q) = 0, q= 1,2,3,.…. (31) 


对 n=0, 有 pog = nr. M n > 1 时 , 存在 无 穷 多 的 bna AA FER (32) 和 第 
4.4 节 的 例 8). 然而 , 对 n > 1, 要 确定 bna 更 困难 . 例如 ， 

, d ,si i. 

j1(p) = aa) = pa (sine — pcos p), 
Big 是 方程 p = tanp 的 正解 , 它 可 在 任意 精度 下 得 到 数值 解 , 比如 用 Newton- 
Raphson 方法 . 然而 , 对 n 以 及 不 太 大 的 q, 有 数 表 提供 了 bn 的 一 些 值 , 并 对 
任意 的 n 和 大 的 q 有 获得 bn q 近似值 的 公式 . 函数 jnl) 称 为 球 Bessel BA, 
且 它 们 与 Bessel 函数 J (p) 通过 以 下 相 联 系 
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A 在 球面 p = po 上 等 于 零 的 特征 函数 是 下 列 函 数 族 成 员 的 常数 倍 (其 中 n = 
0,1,2,--- Alm =—n,—n+1,--- n): 

En,qm(p, yp,0) = jn(bn,gp) Snjm(Y; 0) = jn (bn pet”? sinl™| pPil) (cos y). (33) 


因 Enam AUREL 02 ,, 故 满 足 B.C. 的 D.E. 的 乘积 解 可 通过 以 依赖 于 时 间 
的 因子 exp(—b? kt) 乘 En,q,m 获得 : 


Un,q,m(P, P, 6, t) = exp(—b?, gkt)Engm(p, P, 0). (34) 


置 t=0, 并 令 结果 与 LC. 中 的 flo, p, OOE, 得 到 关系 式 


fl(p,9,0) = 2, 3, cnamEngm(p,p,0). (36) 
gq=1 n=0n=—m 

如 果 (36) 中 的 项 除了 有 限 项 之 外 都 是 零 , 则 (35) 是 问题 (27) 的 精确 解 . 作为 应 
用 来 说 我 们 想 知道 怎样 的 (或 如 果 ) 一 个 充分 好 的 函数 f(p,w,9), Æ p = po 上 
AF, 在 某 个 确定 的 误差 之 内 可 由 这 种 有 限 和 来 逼近 . 如 果 是 这 样 , 则 最 大 值 原 
理 可 用 来 证 明 由 这 种 通 近 所 获得 的 解 逼 近 精 确 的 解 (如 果 精 确 解 存在 的 话 ), 可 
以 证 明 球 上 热 方程 解 的 这 种 最 大 值 原理 . 在 习题 15 中 , 相对 于 球 上 的 (Cf, 9) (BH, 
fa 在 球 上 的 积分 ) 我 们 证 明了 Enam 的 正 交 性 . 由 通常 形式 运用 正 交 性 得 到 的 
系数 cnam 的 表示 式 是 


Cn,g,m >= llEn,a,mll 7? (S, En,g,m), (37) 
其 中 


oo 
|En,amll? = (En,q,m En,g,m) 一 (Sum Sam) | (加 (pnap))2p2dp 


4nr(n+m)! 1 


= Gat Dla = mpi 7 nna). M 


中 原文 误 作 fw,9). 一 一 译 者 
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其 中 利用 了 (13) 来 得 到 |S, nll? FRAPS, 参看 第 8.5 节 的 习题 4). 
关于 特征 函数 展开 一 致 收敛 的 推论 性 结果 隐 含 : 如 果 f(p,y,9) ERR p < po 上 
E C? 的 , 且 在 球面 p = po LAA, 则 级 数 (36) 一 致 收敛 到 f(p, wp,9)， 就 如 
我 们 已 经 看 到 的 , 关于 在 一 个 确定 的 误差 之 内 逼近 f 的 项 数 的 一 般 估计 通常 是 
很 保守 的 . 而且, 一 个 积分 比较 检验 典型 地 至 少 需要 对 系数 Cnam 的 行为 的 一 
个 粗略 的 认识 , 这 种 行为 可 能 不 易 确 定 . 因此 , 实际 上 只 是 在 某 个 方便 的 项 数 处 
截取 级 数 , FR PAA f(p, 7,0) 来 检验 截取 的 级 数 , 希望 没有 更 多 的 系数 需要 
计算 . 口 


由 Cauchy-Riemann 算 子 生成 的 特征 函数 


下 面 我 们 来 导出 空间 上 Laplace 算 子 所 有 乘积 特征 函数 R(p)S(p, 0) 的 公 
式 . 特别 , 推导 了 关于 非 奇 异 伴随 的 Legendre 函数 的 公式 (11) 以 及 第 8.3 PH 
于 函数 RE 的 公式 (15). 这 种 生成 所 有 期 望 的 解 的 非 平常 的 算 子 定义 如 下 : 


定义 Cauchy-Riemann BF ô, + id, 是 一 阶 微分 算 子 , 它 把 每 个 Cl 复 
值 水 数 u(x, y, z) + iv(x, y, z) 赋值 为 函数 


(Oz + t0y)(u + iv) = (ug — vy) +i(uy+uz) (Oz Aa)” (39) 


注 记 在 函数 f = utiy 只 依赖 于 (x,y) 的 情形 下 , 由 (39) 可 见 条 件 (6。 + 
iðy)f = 0 与 Cauchy-Riemann 方程 组 相同 Cauchy-Riemann 方程 组 确保 f 是 
x + iy 的 复 解析 函数 .Cauchy-Riemann 算 子 在 (0, + idy)(O, + idy) = 02 + 8 
的 意义 下 , 可 视 为 是 二 维 Laplace 算 子 的 平方 根 . 存在 对 任意 维 数 Laplace 算 子 
的 这 种 平方 根 , 要 利用 和 矩阵 代数 来 构造 . 物理 学 家 Paul Dirac (1902—1984, 他 与 
Schrédinger 分 享 了 1933 年 度 的 Nobel 物理 学 奖 ), 发 现 了 关于 电子 更 精确 的 波 方 
程 不 是 Schrödinger 方程 , 而 是 Dirac 方程 , Dirac 方程 涉及 波 算 子 -02—02—2 
平方 根 , BI Dirac HF 7o8: + 192 + y20y + 302, 它 的 系数 是 某 个 4 x 4 矩阵 ， 
可 在 许多 关于 量子 场 的 书籍 中 找到 (例如 , [Bjorken 和 Drell]). 口 
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命题 1 ( 极 坐标 的 Cauchy-Riemann BT) $ g(z,y) 是 控 去 一 点 的 平面 
R? - (0,0) 上 的 C2 函数 , 并 令 在 极 坐 标 下 g(z,y) = G(r, 9). 则 
(3z + ið lg) = € (8, + * ay)IG) = (G, 4+ Go) (40) 


MA, MR Ge = 0( 即 G 只 依赖 于 r), 则 


° m imé@ im 1d m į 
(Oz + ið)" lg] = 7 re gp Cl m=0,1,2,--. (41) 


证 了 明 在 (40) 的 右边 以 等 价 的 gzzr + gyyr = 9z cos9 + gy sind 代替 Gr 以 
及 以 gzze + gyye = 一 9z7 sin9 + gurcosb 代替 Go. 则 对 结果 的 代数 简化 得 到 
(gz + igy), (40) 得 证 . 由 (40) 得 知 : 当 m = 1 时 (41) 成 立 . 由 归纳 法 , 只 要 证 
AA: 如 果 (41) 对 m = k RL, 则 (41) 对 m=k+1 成立. 然而 ， 


| i i 1da\* 
(Oz + ið) t [G] = e” (0, + 06) | a) al 


= eit [e= G3) +e (Ga) a) + 


这 证 明了 m=k+1 的 结果 , 正如 所 期 望 的 . Q 


命题 2 如 果 F(p) 是 只 依赖 于 p= yr? +y? +z HCO 函数 , 则 


(Ae + 10,)™(F(p)] = posing" EIE] m=0,1,2 (42) 
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证 明 固定 z, SIAM glr) = F(Vr? +22), r = Se? +y. Xp = 
VTF, 有 18.9 = 38'(p)pr = LP (p)}12r = LEF, 重复 这 种 计算 m 次 ， 
有 (48,)™[g] = (54) ™(F. 因此 , 对 每 个 周 定 的 z, 对 函数 g(r) 应 用 (41), 得 到 
(42). 口 


定理 5 Wn=0Mc=41, > RE) 是 以 下 方程 的 非 零 解 : 


PR"(p)+2pR'(p) + (cp? — n(n + 1))R(p) = 0. 


(Əz + i8y)"[R#(p)] = emne sin" ()0"(“ "IRE (0), (44) 


(44) 是 A 具 特 征 值 +1 的 特征 函数 . 而 且 , 对 c = +1, 


REO = 0"( REOL 0 = 041,250. (45) 


满足 (43), H R*(bp) 满足 c= +b? 的 (43). 


证 明 方程 从 (42) 立刻 得 到 . 由 第 8.3 节 的 定理 1 得 知 A[R*(p)]4 R*(p) = 
0. 因 关 于 z,y 和 > 的 求 导 次 序 没 有 关系 ( 即 , AF 3, 3, 和 6. 是 可 交换 的 ), 故 
有 


A ((Ox + iy)" [RE (P)]) = (Ox + iy)” A[RE(p)] = +(x + iy)" [RE (P), 


这 说 明 (44) 是 A 具 特 征 值 +1 的 特征 函数 ((44) 不 恒 为 零 的 事实 可 由 考虑 例 6 
中 的 寡 级 数 得 到 ). 由 第 8.3 节 的 定理 1, 得 知 ein sin” > 是 球面 调和 函数 (EA 
有 特征 值 n(n +1)), 因 它 与 以 下 的 成 比例 


Snn(p,b) = eine sin” pP\™ (cosp). 


而 且 , 由 第 8.3 节 的 定理 1, R*(p) 满足 c= +1 的 (43), RE (bp) 满足 c= +b? AY 
(43)( 参 看 练习 8.3 的 习题 4). o 
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定理 6 令 


.Rest E 
u(x, Y, z) Vr +y + Gec) VE — 2cpcosp + cz = U-(p, P, 0) 
是 标准 调和 位 势 在 z 方向 平移 c 个 单位 (参看 例 3). 则 对 m = 0, 1,2,…, 有 


co 
(Oz + iðy) Ue = Cpe sin™ pP(™ (cos p)p-" te", (46) 


n=0 


此 外 , sin” pPS” (cos y) 满足 伴随 的 Legendre 方程 (5), 上 且 对 m > m, 有 


= (6 + i8) ™ 3g "z ) =e"? sin™ pP{™ (cos p)p 7”! 


= Snm(p,0)p 7. 


证 明 S T, 是 平移 算 子 , 它 把 每 个 函数 f(a, y, z) 赋值 为 新 函数 ftz,y zc) 
(BN, Tc](z,y,z) = f(z,y,z — ¢)). 该 算 子 与 诸 算 子 3z, 3y MO, 在 8,(T.[f]) = 
Te[Orf] (对 2 和 8: 类 似 ) 意义 下 是 可 交换 的 ( 即 是 先 平移 然后 求 导 还 是 先 求 导 
再 平移 所 得 的 结果 相同 ). 因此 ， 


(Bx + iBy)™ [uc] = (Ox + iy)” [T+lu]] = Tel(Oe + iy)” ul]. (48) 
由 (42), 有 (对 mm > 0) 


(Du +i" =] = e™ sin™ pp™ GD l=.. 


= (—1)"1-3-5-----(2m—1)p-™1e*™ sin™ p. (49) 


为 估算 (46), 把 Te 作用 到 (49). RMA Tle] = Jp? —2cpcosp+c2 和 
Tclsiny] = Te[5] = z = ene, Ar = /2+y? 在 Te 下 是 不 变 的 .于 是 
由 (48) 和 (49), 以 及 对 m = 0 情形 的 由 公式 (9) 得 出 的 , 有 


(Or + i0,)™ [ue] 


= (113-5 ----- @m—1)eim@ sin g | p™ | (50) 
(p? 


— 2cpcosy + c2)™+3 | 
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方 括号 内 的 表示 式 本 质 上 可 通过 如 下 反复 对 w = cos p REM (9? —2cpw+c?)-? 
获得 : 
RM 21- 志 二 1.3.5..... 一 1)pmcm(p2 — 2pew + c?)-™-4. (51) 
gm P — 2pow + t]? = 1-3-5 (2m —1)p™c™(p* — 2pew + c*) . 
因此 , 由 (50),(51) 和 (9), 得 
(8s + i0,)" = (—1)"e-™ 5 (Ip? — 2pow + J- sin™ pet 
= (yen P,,(w)p—"-1c") sin™ pein? 
= (meine sin™ pP\™(cosy)p-""*)e™"™. (52) 
n=0 


不 求助 于 函数 级 数 逐 项 求 导 的 一 致 收敛 定理 可 以 证 明 该 求 和 下 求 导 是 正当 的 . 
的 确 , 对 p > 0, f(c) = E (i? — 2pau + 2I-4) 关于 c 有 正当 的 备 级 数 展开 , 
因 求 导 的 次 序 没有 关系 , f(c) 的 Taylor 系数 幸好 可 先 通过 对 [p? 一 2pcw + c?]-2 
关于 c 求 导 , 然后 对 w 求 导 OR m 次 ) 来 计算 . 结果 (47) 立刻 从 以 下 事实 得 到 :;， 
(52) 中 乘 cr-m 的 表示 式 必 是 

1 qm 
由 于 (47) 的 左边 是 调和 的 , 故 知 右边 的 函数 Sm(p,b) 是 球面 调和 函数 , 于 是 
sin” poPtm)(cosp) 满足 伴随 的 Legendre 方程 (5). 口 


((B +%y)™[uc})| = ee SO + i0y)"d7-™[u). 
c=0 


(n-m)! 


概要 8.4 


1. 球面 调和 函数 : 根据 定理 1, 每 个 n 次 齐 次 调和 多 项 式 v(z,y, z) 可 写成 
形式 U(p, 9,0) = p"f(y,9), 其 中 f(w,9) 是 As RIE n(n + 1) 的 特征 函数 
(BD, 球面 调和 函数 )、 反 之 , 由 定理 1’, 每 个 (C?) 球面 调和 函数 f(y, 6), 存在 整 
数 n > 0, 使 得 p" f(y, 0) 以 zx,y 和 z 表示 时 是 调和 多 项 式 . f(w,9) 的 特征 值 是 
n(n+1), BA 2n ++1 个 线性 无 关 的 具 特 征 值 n(n + 1) 的 球面 调和 函数 ( 即 A, 
对 应 该 特征 值 的 特征 空间 具 维 数 2n + 1). 这 些 线性 无 关 的 球面 调和 函数 由 以 下 
实 值 函 数 给 出 


Pn(cosy), Prim(cosy)cos(m@) 和 Pm(cosyp)sin(mO), m=1,---,n, 
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其 中 Pu(cosp) 和 Pam(cosy) 由 下 面 第 2 条 款 给 出 . 作为 男 一 种 表示 法 , 如 果 
允许 复 系数 , 则 特征 值 为 n(n + 1) 的 球面 调和 函数 是 以 下 的 线性 组 合 


Snm(p),b) = e*”? Pr m(cos 0) = e? sin'™! pPll™) (cosy), m= -n,--- n. 


2. Legendre 方程 : 当 利 用 分 离 变量 来 求 方程 人 sf = —n(n+ 1) f 的 乘积 解 
f(yp,9) = L(y) M (0) 时 , 导致 的 常 微 是 M”(9) + m?M (0) = 0 和 


sin pfsin pL (gp)] + [n(n + 1) sin? y — m7] L(y) = 0, (S1) 


当 m = 0 它 称 为 Legendre 方程 , 对 非 零 整数 m 称 为 伴随 的 Legendre WE. 记 
w = cosp, n 阶 Legendre 多 项 式 是 S1 的 解 , 由 以 下 给 出 


前 五 个 Legendre 多 项 式 是 
Pow) = 1, Pi(w)=w, Paw) = 3 -1), P(w) = 5 (54° 一 3u)， 
Pi(w) = 5 (35w — 30w? +3), Ps(w) = 5 (634° 一 70w3 + 15w). 
对 任意 整数 m, (S1) 在 球面 上 是 C1 的 唯一 解 是 以 下 的 常数 倍 
Pam (cos) = Pam (we) = (1—w?"/?-S— (Py (w)) = sin™ pP™ (cosy), m>0, 


All 


Prym(w) = Pa, —m(w), m <0. 
3. 正 交 性 : 对 S EAVESER (APR f(y, 0) 和 gly, 6), 定义 
2r r 
(f, 9) = / f Flo, 0)g(p.8) sin pdipdð. 


如 果 f 和 9g 是 C? 的 , 则 关于 p 和 9 分 部 积分 , 得 
单位 球面 上 的 Green 公式 : (f, Asg) = (g, Asf} = (Asf, 9), 
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EWER LA FEFERAN PAY IE CHER A PABA: 


2r T 
f J Sn,m (9, 0) Sr m (9,0) sin pdpdð 
0 0 


= MR mym 或 nF¥n’, 
p iii 如 果 m = m 和 n=n’'. 


4. 球面 上 函数 的 Laplace BAW: 定义 在 球面 上 函数 的 Laplace 级 数 是 


LS f(y,0) = > D Cn,mSn,m(P, 0), 


n=0m=—n 


其 中 


n—m)!2n+1 [7 f" ey : 
P oo t "i f F(p, 0)e-*® P,, m(cos p) sin pdpdð 


一 1 5 ml (f, Sn,m), 


是 C? AY, 则 Laplace 级 数 LS f 一 致 收敛 到 f 由 定理 4 得 到 保证 . 


5. Cauchy-Riemann 算 子 : Cauchy-Riemann 算 子 ô, +1i 是 微分 算 子 , € 
把 每 个 C1 MERR w(z,y,z) 十 iv(z,y,z) 赋值 为 函数 


(Oz + ið (u + iv) = (uz — Vy) + i(uy + vz). 
该 算 子 经 由 以 下 公式 生成 所 有 球面 调和 函数 (其 中 0 入 mm <n) 


me : m 一 1 imé@ ainm m =n- a 
Otia) or a “sin PR )(cosp)p = 1 = Snm(y,0)p ae 


该 公式 表明 函数 sin™ pP™ (cosy) 必 满 足 伴 随 的 Legendre 方程 (参看 定理 6). 
IM BIKA FIFA TM eR RF (p) 获得 函数 RE) (BATE 5). 


练习 8.4 


1. 选 (2) 中 诸 葡 数 f(y,9) 的 一 个 函数 并 直接 计算 它 是 A。 具 特征 值 6 的 特征 函数 . 
2. 表述 空间 的 一 个 旋转 或 旋转 列 , 使 得 

(a) 把 x? — y? BR ary, (b) 把 2zy 变 成 2zz， 

(c) #8 2? — y? Bm y? — 2”, (d) 把 2zy BA y? 一 2°. 


3. 


10. 


第 八 章 高 维 情形 的 偏 微 


对 n = 0, 1,2,3, 验证 
(a) Legendre 多 项 式 Ph (w)( 参看 (7)) 满足 m = 0 WH Legendre 微分 方程 (6), A 
(b) 函数 PP (cos p) 满足 (5). 


» (a) 求 关于 rz,y 和 z 的 4 次 调和 多 项 式 , 使 得 当 它 限制 在 球面 p = 1 上 时 , 产生 的 球面 


调和 函数 与 9 EX (参看 例 2). 
(b) 如 果 一 球面 调和 函数 与 p 无 关 , 则 它 必 为 常数 吗 ? 请 解释 . 


. X} n= 2 AR m = 1 A 2, 验证 (11) 中 的 Pam(cosy) 满足 伴随 的 Legendre 方程 


(5). 


. (a) 把 源 于 二 次 多 项 式 的 球面 调和 函数 (2) 表示 为 以 下 球面 调和 函数 的 线性 组 合 


Sa2m(p,6) = et”? sinl™| pPL'™D (cos y) (-2< m < 2). 


(b) 把 p?S2,m(p, 0) (—2 < m < 2) 的 实 部 和 虚 部 写成 z,y 和 z 的 调和 二 次 多 项 式 . 


» 找 出 7 个 次 数 为 3 的 调和 多 项 式 p(z,y z), 它们 中 没有 一 个 是 其 他 的 线性 组 合 . 能 找 


出 8 个 吗 ? 为 什么 不 能 ? 


. 证 明 伴随 的 Legendre 方程 (5) 在 [0, 7] 上 是 C? 的 任 一 解 必 是 解 Pm(cos yp) 的 常数 


fÈ. 

提示 “考虑 两 个 解 的 Wronski 行列 式 W (y) = yi leul) -yi loulo), 并 利用 
事实 (参看 第 1.1 节 的 习题 20): W(~) = Cexp( f cos py sinpdp) = C/sing. 因此 ， 
至 少 有 两 个 线性 无 关 的 解 在 极 线 p = 0 R p =r LAE C1 的 (为 什么 ?). 


.一 函数 G(w,c) 称 为 是 函数 列 fo(w), fiw), faw) 的 生成 函数 , 如 果 G(w,c) = 


Denno fn(w)c", |c| < e, 其 中 是 某 个 正常 数 . 

(a) 利用 例 3 证 明 L(w,c) = (1-2co 十 c?)- 二 是 Legendre 多 项 式 函数 列 Po(w), Pr(w), 
P(w), 的 生成 函数 . 

(b) 通过 注意 到 L(1,c) = (1-6) =1+ce+e +- (le) < 1), 推导 Pa(1) = 1. 类 似 
地 推导 P,(—1) = (一 1)". 

(c) 利用 公式 L(w,c) = (1—-2ew-+e*)~ 4 WEH 2c? Le+cL = (1-c?) Lu. 通过 把 两 边 写成 
万 级 数 然后 令 c 的 同 次 寡 相 等 , 推断 对 n > 1, 有 (2n+1)P(w) = Pi(o) 一 已 (w). 
利用 该 结果 得 到 事实 (在 定理 4 的 证 明 中 用 到 ): Po(w)+3P;(w)+---+(2nt 1)Pa(w) = 
Pai(w) + Pi (w). 

(d) 通过 回顾 定理 6 的 证 明 , 对 固定 的 正 整数 m, 求 伴随 的 Legendre 函数 列 Pom(w), 
已 ,mm(w)， 忆 ,mm(w)… 的 一 个 生成 函数 . 


(a) 利用 定理 3 中 的 结果 (13), 当 mm = m = 0 和 n # n tt, 证 明 es P,,(w) 
Pw (w)dw = 0 (BN, Legendre 多 项 式 在 [—1, 1] 上 是 正 交 的 ). 


11. 


12. 
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(b) 利用 (a) 部 分 的 结果 以 及 习题 9(a) 推导 


y dw 2n 
/r= > | Po) dwc () 
(c) 通过 计算 (b) all 的 积分 并 把 结果 展 成 关于 c ERR, 比较 (*) 中 的 系数 , F 
出 S1 P,(w)?dw = 么 该 结果 向 我 们 提供 了 m =m = 0 A n =n 情形 的 
正 交 性 关系 (13)? 

(d) 证 明 


pores 


1 1 
| Pamio’ = ~/ PL (w) ((1 — wo) PL (w)) dew 
一 -1 
.. (经 m 次 分 部 积分 ) . =/ Pa(w)Qn(w)dw, 


其 中 Qn(w) = (-1)" Ee ((1— 7)" PA” (w)) ERANA Stan” 的 n 次 多 项 
R, an 是 Palo) 中 w” 的 系数 . 

(e) 解释 为 什么 任意 k 次 多 项 式 可 写成 次 数 < k 的 Legendre 多 项 式 的 线性 组 合 . 利用 
该 事实 和 (d) 部 分 推断 


Qn(w) = a = n Pn(w) + cn-1 Pr- (w) +++ + c Pi (w) + coPo(w), 


co,… ,cn-1 是 常数 . 
(£) 利用 (a),(c),(d) 和 (e) 部 分 证 明 : 对 0< m < n, f’, Pom(w)?dw = SPY 2 
以 及 关系 (13) 成 立 . 
(a) 求 在 球 p < 1 上 Laplace 方程 Au = 0 的 一 个 解 u(z,y,z), 使 得 在 球面 p = 1 上 
有 ulz, y, z) =£ +y? +z’. 
(b) 求 在 该 球 外 Au = 0 的 仍然 满足 (a) 部 分 边界 条 件 的 一 个 解 , 且 当 p 一 00 时 解 趋 
FF. 
S f(y, 0) 是 As 具 特 征 值 n(n + 1) BORE PRR. 
(a) + 
2r k 
fm(y, 8) = ast | f(y, w)e '™dw. 
0 


证 明 如 果 f(sp, 9) 足够 光滑 使 得 可 在 积分 号 下 求 导 , 则 fmo, 0) 也 满足 As fin = 一 n(n 十 
1) fm. 
(b) 定义 |V fm = V fm -V fm, 证 明 


rigi? = 5 
sin? y 00°™ in? 


|V fm]? > ? > m?|fm|?. 
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(c) 利用 (a), (b) Alf, As fmfmdA = — fo |V fml?dA, 证 明 : 如 果 |m| > n, W fm = 0. 
(d) 由 (c) 和 习题 8 推断 f 必 是 标准 球面 调和 函数 


Sum(P,g) =e™ sin™ pPO™) (cosy), m= -mn 


的 线性 组 合 . 

(e) 由 (d) 推断 任意 关于 (x,y,z) 的 n 次 调和 多 项 式 必 是 由 (12) 通过 乘 以 om 得 到 的 
调和 多 项 式 的 线性 组 合 . 

S Ay 表示 所 有 限制 在 球面 p = 1 上 关于 z,y 和 z 的 ni 次 齐 次 调和 多 项 式 ARH 
数 ) 的 集合 . iP 是 该 球面 上 的 连续 函数 . 在 以 下 部 分 我 们 证 明 : 存在 (唯一 的 ) 玉 ,中 
的 h, 使 得 对 任意 Hn 中 其 他 的 ||P — h|]? = (F —h, F — h) = f,(F —h)(F = hjd A 
小 于 JF- klj. 注意 到 h 具有 这 样 的 特征 : 它 与 球 坐 标 系 的 选取 无 关 . 将 证 明 h= hn 三 
mo-n cnmSnm 其 中 cn,m = 上 Sn,mi| dy 因此 , 虽然 在 该 和 中 的 项 会 依赖 
于 球 坐 标的 选取 , 但 整个 和 与 球 坐 标的 选取 无 关 . 

(a) $ k IRF Hn. 由 习题 12(e) 得 知 , 对 某 些 常数 a-n, ,an, k = Dh am Snym 
(为 什么 ?). 证 明 (hn — k, F — hn) = 0. 

(b) 证 明 


HF — kl? = ((F — hn) + (hn — k), (F — hn) + (hn — k)) = ||F — All? + lan 一 大 2， 


其 中 最 后 的 等 式 是 (a) 部 分 的 结果 . 
(c) 推断 : BRAE k= hn (H, h = hn), A I/F — kil? > |F — hnli? 
(a) 证 明 (c) 隐 含 定理 4 的 证 明 中 的 on 如 所 宣称 的 , 确实 不 依赖 于 球 坐 标 系 北极 的 选 
取 . 
提示 CN = > hn 


Son 是 定理 4 中 的 (19) 中 的 二 重 和 . 利用 (19) 证 明 当 N 一 co 时 一 onll? — o, 
利用 该 结果 证 明 Parseval 等 式 


(n +m)! 


2 
re ts „(n= (n m)i eel ; 


Wl? = 


提示 EH || f — onli? = IfI- (son) — (on, f) + lonl? = IA- honl. 
(a) © f(e,~,8) 和 g(p, 9,0) JERR p < po 上 的 C? BR, f 和 g 在 边界 上 为 零 . > 
(fg) 表示 fg( 或 fo, WR f 和 9 允许 是 复数 ) 在 球 上 关于 体 元 素 p2 sin pdydd 的 积 
分 . 证 明 Green 公式 (Af, g) = (f, Ag). 

提示 。 如果 瑟 成 (参看 第 8.3 节 的 命题 1)Au = plU) +p AU, 并 利用 
单位 球面 上 的 Green 公式 (AF, G) = (F,A.G)( 参看 (16)) 这 个 计算 是 很 容易 的 . 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 
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(b) & Enam 是 由 (33) 定义 的 特征 函数 . 由 (a) 部 分 推断 
(Enam, Enq m) 二 0 如 果 nén, qd 或 mw. 
提示 ”我们 知道 如 果 n n Rm Am, 该 结果 成 立 (为 什么 ?)， 因 此 , 假设 
n=n',m=m' 和 g 关 gq ,并 利用 Bag Z Bn og (EE (31)). FE, 我 们 避免 了 可 能 性 : 
对 n 一 n 和 q = q, Bn,a = Br’ a: 
(c) 由 (b) 推断 


Po r Bn,ap Bn,a'p 2d =0 日 17 
in in( )p dp=0， 如 果 q#d. 


该 结果 可 以 怎样 直接 证 明 ? 直接 证 明 会 更 容易 吗 ? 

(a) 计算 球 Bessel 函数 ji (p) 和 jalo), 并 证 明 它们 满足 径 向 方程 (28). 
(b) 证 明 对 小 的 p, jilo) = ip 和 jalp) = ip 

f (其 中 如 在 (31) P, Bana 表示 jn 第 q 个 正 零 点 ) 


D.E. wu=kAu, p<1, t20; 
B.C. U(1,,0,t) = 0; 
LC. U(p, 9,0,0) = jo(2mp) + j1(A1,39) cosp + ja(82,1p) sin? p sin(26). 


假设 例 6 的 (27) 中 的 B.C. 由 Up(po, 9, 0, t) = 0( 即 球 是 绝热 的 ). 令 yn, 表示 导数 
Ilo) 等 于 零 的 第 g 个 正 数 . 利用 这 些 数 yna 表示 该 新 问题 的 形式 解 . 
把 例 6 的 (27) 中 的 DE. 换 成 波 方 程 un = a?Au 并 附加 LC. Ulp, p, 
6,0) = 0. 该 新 问题 的 形式 解 是 什么 ? 
(a) 论证 关于 在 一 薄 形 圆 盘 的 内 外 两 面 都 是 绝热 的 匀 质 金属 单位 圆 盘 中 的 温度 u = 
U(p,0,t) 的 热 方 程 具有 形式 u = kAsu. 
(b) 当初 始 温度 是 (ep,9,0) = f(y, 0) 时 形式 求解 该 方程 . 
(c) 当 Fle,9) = 2cos ysin? yp cos? 9 时 求 精确 解 . 
(d) 证 明 对 w = kA 人 sv 任 一 解 w 有 
d i 
a J,” dA = —2k $ |Vv|?dA, 
并 推断 (c) 中 得 到 的 解 是 唯一 的 . 
(e) 叙述 和 证 明 w = k 信 sw 解 的 最 大 值 原理 . 
(a) 证 明 C? 函数 sin? p 的 Laplace 级 数 有 无 穷 多 项 , 而 sin? yp cos(39) 的 Laplace 级 
数 只 有 一 项 . 
(b) 利用 定理 4 估计 sin? wp 的 Laplace 级 数 的 项 数 , 使 得 在 误差 0.01 之 内 逼近 sin? wp.( 勤 
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奋 的 读者 可 能 希望 计算 该 Laplace 级 数 的 系数 以 观察 其 收敛 性 是 否 确实 是 这 样 的 结果 .) 
(c) 为 什么 对 函数 sin o 不 能 运用 定理 4? 
22. 证 明 每 个 N 次 齐 次 多 项 式 p(z,y,z)( 不 必 是 调和 的 ) 可 写成 以 下 形式 
p(z, y, 2) = hn (x,y, 2) + p’hn-2(2,y, 2) + p'hn-4(2,y,2) +-+, 
其 中 hy 是 上 次 调和 多 项 式 . 这 种 表示 式 唯一 吗 ? 为 什么 ? 
提示 ”考虑 p(z,y, z) 在 单位 球面 上 的 Laplace 级 数 并 应 用 定理 2. 


88.5 特殊 函数 及 其 应 用 


在 各 种 坐标 系 中 经 分 离 变量 出 现 的 那些 常 微 的 解 具 有 如 此 重要 性 , 以 至 于 
对 这 些 解 给 予 命 名 , 并 且 需 要 非常 仔细 研究 . 这 样 的 解 归 人 特殊 函数 的 范畴 . 第 
8.4 节 的 Legendre PAR Pn m(cosy) 和 球 Bessel 函数 jn(o) RARE PHY Bi 
F. 本 节 我 们 将 研究 某 些 特殊 函数 (例如 Bessel 函数 ), 它们 在 对 柱 体 和 圆 盘 的 
应 用 中 是 不 可 或 缺 的 . 我 们 还 考虑 Laguerre 多 项 式 和 Hermite PAR, 它们 出 现 
在 求解 关于 氢 原 子 的 量子 力学 和 调和 振荡 子 的 Schrödinger 方程 中 . 


径 向 特殊 函数 


我 们 已 经 看 到 (参看 第 8.2 节 的 例 1) 特征 函数 方程 和 Av 二 cu = 0 ASK u Y 
刻 导 出 热 方程 we = kAu 的 解 ektu 和 波 方程 uu = a? Au 的 解 etivcatu， 而 
且 , 更 一 般 形式 的 方程 
Au 二 (flzlb + cu = 0, (1) 
(其 中 f 是 给 定 的 点 x = (zizz……,zn) 到 Rn 中 原点 的 距离 ||x|| = 
Vaz +--+ +02 的 函数 ) 出 现在 某 些 热 (或 波 ) 问题 中 , 其 中 温度 (或 位 移 ) 依 
赖 于 源 项 . 但 这 样 的 方程 经 常 出 现在 量子 力学 中 , 在 本 节 的 后 面 将 考虑 它们 . 假 
设 (1) 在 2 维 情形 的 乘积 解 具有 形式 R(r)H(9){ 用 极 坐 标 (7, 9)], 和 在 3 维 情形 
的 乘积 解 R(p)S(w,9)[ 用 球 坐 标 (p, wp,9)], 则 分 别 得 分 离 方程 : 


H” (6) + m?H(8) = 0, 
rR" (r) +rR'(r) + (cr? —m? +r? f(r))R(r) = 0, 


A3S(p, 6) + n(n + 1)S(p, 6) = 0, 
PR"(p) + 2pR'(p) + (cp? — n(n + 1) + p? f(p))R(p) = 0. 
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称 关于 Rr) 和 R(p) 的 方程 为 径 向 方程 . 在 f(p) = 0 的 情形 , 在 第 8.4 节 的 定 
理 5 中 已 经 看 到 , 对 任意 非 零 的 c= +°, (3) 的 通 解 由 R*(bp) 给 出 , 其 中 


Rs (p) = (aoet? + boe™™)/p, 


+ . (4) 
Ro (p) = (ao cos p + bo sin p)/p. 


$ 二 apt On + 
Rr (o) = eC as) [Ro (o) 和 { 


4c=0 和 f(r) =0 时 , (2) 中 的 径 向 方程 当 m = 0 时 通 解 是 K inr + C, 以 及 
对 m = +1,+2,---, 通 解 是 cirm + cor-™, 而 (3) 的 通 解 是 cip”! + cp”, n = 
0, 1,2,…. 注意 到 (3) 的 解 (4) 可 表示 为 初等 图 数 (如 , zt, sing, cos zx, e”, Inz) 
的 简单 组 合 . 然而 , 对 f(r) 三 0 和 c 关 0, 这 种 情形 我 们 下 面 考虑 ，(2) 的 解 就 不 
是 这 样 . 
Bessel 函数 

在 (2) 中 当 c=1 和 f(r) 三 0 时 ,我们 得 到 m 阶 Bessel 方 程 : 


rT? R" (r) +rR'(r)+ (r? — m?)R(r) = 0. (5) 
[Friedrich Wilhelm Bessel(1784—1846) 是 德国 天 文学 家 , 他 最 先 确定 恒星 (不 同 
于 太阳 ) 到 地 球 的 距离 。 他 是 第 一 位 常规 地 使 用 Bessel 函数 .| 对 每 个 m = 
0, 1,2,…, 可 证 明 (5) 的 一 个 解 , 称 为 m 阶 第 一 类 Bessel BA, 可 写成 震级 数 


—4r?)k 


Jm(r) = D'E Bln +B! 


它 对 所 有 的 7 收敛 (即使 7 是 复数 ), 但 已 知 Jm(r) 不 能 用 初等 函数 代数 表示 . 这 
就 是 为 什么 我 们 先 用 球 坐 标 而 不 是 用 极 坐标 或 柱 坐 标 来 考虑 特征 方程 Au 二 cu = 
0 的 一 个 理由 . 如 由 图 可 看 出 (参看 下 面 的 图 1 和 第 8.4 节 的 图 2), 函数 Jmlr) 
与 第 8.4 节 的 (30) 定义 的 (初等 ) ER Bessel 函数 j,(p) 类 似 , 它们 满足 具 c= 1 
和 f(p) = 0 AY “ER Bessel 方程 "(3). BUR jn(o) 可 用 来 解 实体 球 中 的 热 问题 和 
波 问题 , .mm(r) 可 用 来 解 圆 盘 或 圆柱 中 的 这 种 问题 . 的 确 , Bessel 函数 也 称 作 杜 
函数 . 
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图 1 


例 1 (振动 贺 形 腊 ) 通过 形式 求解 以 下 问题 来 确定 一 振动 的 半径 为 ro > 0 
的 圆 状 膜 面 位 移 的 振幅 


D.E. Un = a2(uzz + Uyy), 22? +y? <r, 一 oo < 上 < ooi 
B.C. U(ro,6,t) = 0; (7) 


LC. U(r,6,0) = f(r,@), U:(r,8,0) = g(r, 0). 


解 D.E. 和 B.C. 的 乘积 解 T(t)R(r)H(9) 具有 如 下 形式 
[A cos(bat) + B sin(bat)]R,,(br)[C cos(m@) + D sin(mé)}, (8) 


其 中 Rn(r) 满足 c= b? WY (2), E Rm(ro) = 0. 对 (2) 的 任意 两 个 非 奇异 解 
yi(r) 和 yo(r), Wronski 行列 式 W = yrys — yiy2 Æ Cexp(—f tdr) = S, 这 表明 
(2) 的 两 个 线性 无 关 的 解 中 最 多 只 有 一 个 在 r+ = 0 处 是 C1 的 . 因此 , Rm(7) 必 
是 Jm(br) 的 常数 倍 . 由 (6), 对 小 的 r, 有 Im(r) = [2m] re, 由 此 , 在 原点 附 
近 J,(7)cos(m9) 和 Jm(r) sin(mé) 接近 于 Rel(x + iy)™] 和 Im[(z + iy)™), 且 解 
(8) 可 证 明 是 处 处 C™ 的 . 令 jma 是 满足 Jm(r) = 0 的 7 的 第 g 个 正 值 . (这 由 
ERR 1 中 的 图 像 揭示 出 来 , 且 可 证 明 J, 有 无 穷 多 正 零 点 (参看 第 4.4 节 的 例 
8)). 则 使 得 (8) 满足 (7) 的 B.C. 的 5 具有 形式 .jms/ro. 为 求 形式 解 , 考虑 


Co oo . . 
Ajm.ot . ,Ajm.qt frit Tame 
(0.0.8) = D> Yo [ama cost Sst) + bm qsin( tiat) JAA eima, (0) 
q=1 m=—oo 


其 中 , 对 负 整 数 m, Im(r) = (—1)"J-m(r). 为 满足 初始 条 件 , 必须 


f(r,0) = 5 5 am qJm (IE) eid (10) 


q=1 m=- To 
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g(r, 0) = 


Fo 


co . 
(= Hay Jma” \ ime 
» ds bm ) Im (= Jet? (11) 


在 这 些 级 数 中 的 第 (m, q) x Laplace WF (其 中 0, = 2) 
A = 62 +8 = 18, (rð,) + 50 


其 特征 值 (jm,a/ro)? 的 特征 函数 (为 什么 ?). 显然 , 对 不 同 的 m 值 , 这 些 项 在 圆 
盘 r 和 ro 上 是 正 交 的 . 而 且 , 对 具 相同 的 m, 但 q 不 同 的 两 项 将 有 不 同 的 特征 
值 , 因此 由 Green 公式 (参看 习题 3(a)) 它们 是 正 交 的 . 因而 , 形式 应 用 正 交 性 ， 


得 2r Ti ; 
amq = zn y f f(r, O) Jm ( 2 ) e-imerdrdg (12) 
fm,g 0 0 70 
和 
bma = 一 一 一 上 f g(r, 8) Jm (加) ede, (13) 
Ajm,qQ m,q 
其 中 ， 
To 人 
Omg = an f Jon (22 =) rdr = 1r2(J'(jmq))°s (14) 
0 To 


(对 最 后 的 等 式 , 参看 习题 3(b)). 作为 第 8.6 节 中 的 定理 3 (特征 函数 展开 的 一 - 
致 收敛 性 ) 的 一 个 推论 , 只 要 fA g HAR re < ro LEC? 的 , 且 在 边界 圆周 
7 = ro 上 为 0, 则 级 数 (10) 和 (11) 将 是 一 致 收敛 的 . 因此 , 在 这 种 情形 为 了 得 
到 在 任意 给 定 的 确定 的 实验 误差 之 内 满足 LC. 的 D.E. 和 B.C. 的 精确 解 , 可 在 
对 充分 大 的 q 和 m 处 截取 形式 级 数 解 (9). 口 

注 记 1 在 (7) 中 的 函数 f 只 依赖 于 7 的 情形 , 我 们 有 如 果 m 关 0, 则 (10) 
中 的 am a = 0( 为 什么 ?), HAR (10) 是 (0 阶 )Fourier-Bessel 级 数 


FBS f(r) = Ý aog Za"), eh aoa = 5 -f f(r) Jo( 2X rar, 


q=0 
(15) 


Qo,g 由 (14) 给 出 . 如 果 f(r) 是 定义 在 圆 盘 > < ro 上 的 C? 函数, 则 作为 第 8.6 
WEH 3 的 一 个 特殊 情形 , FBS f(r) 一 致 收敛 到 f(r). 加 
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注 记 2 在 形式 解 (9) 中 的 实 部 和 虚 部 项 是 膜 的 基本 模式 . 在 下 面 的 图 2 中 
展示 了 在 一 固定 时 间 的 一 些 基 本 模式 . 为 方便 起 见 , 我 们 已 经 选取 ro = 1. 随 着 
时 间 的 变化 , 想象 一 下 每 个 曲面 在 自身 和 它 的 反 向 之 间 的 振荡 . 由 (9) 可 见 , 对 
给 定 的 m 和 qg, 一 个 模式 的 振荡 的 频率 是 ojm,e/(2rro). 因此 , 频率 由 Bessel K 
数 的 零点 决定 . 许多 这 些 零 点 已 经 数值 计算 到 若干 位 数 , 在 附录 6 中 有 一 些 零 
点 的 列表 . 利用 该 表 我 们 得 到 


joa < ji < J2,1 < jo2 < jizz < j2,2 < jos < j1,3 < j2,3 < joa < ji < J2,4- 


因此 , 可 得 出 图 2 中 频率 的 排序 . 对 图 2 中 显示 的 模式 , 在 第 一 栏 中 的 所 有 的 
频率 都 低 于 右边 栏 的 所 有 的 频率 ,但 如 果 再 添加 一 行 的 话 就 不 成 立 了 ， 的 确 ， 
js,1 > jo2. ME, 所 展示 的 模式 不 具有 十 二 个 最 低 的 可 能 的 频率 . m 


0.5-Jo(Jo,2") 0.5 -Jo(Jo,3”) 0.5*Jo(o,4”) 


z zZ 


(ji.27)sin(0) ACs”) sin(@) Ji; ar) sin(@) 


(Psin(20) .CPP am)sin(20) (hh.37)sin(20) (ja7)sin(20) 


图 2 


注 记 3 Bessel 方程 (5) 的 与 Jm(r) 线性 无 关 的 第 二 个 解 是 第 二 类 Bessel 
函数 , 记 作 Ym(r) (Hankel 在 1869 年 引入 该 函数 ). 如 在 例 1 中 注意 到 的 , 这 些 
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函数 在 r= 0 处 必 有 奇异 性 . 的 确 , 对 小 的 r, 
hija 2 nr 和 Yin(r) © -E-U 2m, m>0. 

在 振动 环形 膜 面 问题 或 在 一 圆 环 上 的 热 问题 中 用 到 这 样 的 解 . 回忆 一 下 在 一 圆 
环 中 稳 态 温度 (参看 第 6.3 节 ) 的 Dirichlet 问题 和 Neumann 问题 需要 用 到 径 
向 方程 (2) 在 适用 于 Laplace 方程 的 c = 0 的 情形 的 奇异 解 nr 和 7-m. 关于 
Ym(7) 的 精确 公式 以 及 对 大 的 r, Jm(7) 和 Ymr) 的 渐进 行为 在 附录 6 中 有 概述 . 

如 下 一 个 例子 所 说 明 的 , 方程 (2) 在 c= o < 0 的 情形 有 很 多 的 应 用 . 在 
这 种 情形 , 解 可 由 c = b? 的 (2) 的 解 R(br) 以 ib 替换 b 得到. 这 种 解 称 作 修正 
的 Bessel 函数 . 例如 , 以 ir 替换 Im(r) 中 的 r, 并 为 了 确保 是 实 的 , 以 (-i)™ 
FARE, 得 以 下 满足 以 —(r? +m?) 替换 (r? — m?) 的 (5) 的 修正 的 Bessel 函数 


a m Geer 
Im(r) = (—i)" Jm(ir) = (3 ) > < Kl(m +h) (16) 
下 面 的 图 3 展示 了 b, Ab HAR. 


图 3 


例 2 (圆柱 中 稳 态 温度 分 布 ) 考虑 确定 上 下 两 面 是 绝热 的 , 侧面 是 给 定 温 
度 的 匀 质 实 圆柱 内 的 稳 态 温度 分 布 问题 : 


D.E. Urz + Uyy + zz 一 0， 
ne ae = f(6, a) 


U.(r,6,0) =0, U(r,0,z0) =0. 
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与 圆 盘 上 Dirichlet 问题 相 比较 , 讨论 当 zo 一 0+ 时 解 的 行为 . 
解 为 求 乘积 解 U(r,9, z) = R(r)H(0)Z(z), 由 分 离 变量 , 得 


r?R" (r)+rR'(r) +(—p?r? —m?)R(r) =0, HH” +m?H=0 和 Z"+pZ=0. 

(18) 
注意 到 由 B.C., WA p= pr = 22 (n=0,1,2,---) Al Z(z) = an cos 222. Al H(8) 
必 是 9 的 周期 函数 , 故 得 HO) = cme, m = 0,41,42,---. Æ n = 0 的 情 
É, 得 到 关于 R(r) 的 非 奇 异 的 解 re. 在 n > 1 的 情形 , 注意 到 由 于 .加 (tr) 是 
r?R"(r) + rR'(r) + (r? — m?)R(r) = 0 的 解 (参看 习题 1), 故 如 果 取 b = ipn, 
我 们 将 获得 (18) 中 R(r) 的 解 . 因此 取 Rm,n(r) = (~i) Jmlipnr) = Im (Par (FE 
看 (16)). 为 求 形式 解 , 考虑 


a NTT ime nrz 
U(r, 0, z) = 3 Zom orlem is > Galen (=) e a (19) 


m2 n=1m=—oo 


U(ro,9,z) = f(0, =) 满足 B.C., 如 果 


Z ~ 1 ye 
£07) = U(ro,0,z) = > 二 cm 0 rl lemo 十 


m=—oo 


— =a NNT NTZ 
bp onaln ( 2 ) etm? oog BEE, (20) 
== 20 20 


这 是 (0, =) 在 “和 矩形” 0< 9 < 2a, O< z < % 上 的 二 重 Fourier 级 数 , 如 果 


Cmo = + I. fre )eimedzdg = + =f | FlO,cemacdd (C= =) 


以 及 对 m = 0, +1, +2,--- 和 n= 1,2,---, 
1 k : im 
Cmn = TEE] f | f(0, $) cos(nz¢)e"”® dçdð. 


作为 第 8.2 WEH 1 的 一 个 推论 , WR (0,2) 是 C3 的 , 且 满 足 f.(0,0) = 0 和 
fz(9,1) = 0, WAR (20) 将 一 致 收敛 到 了 (0, >). 通过 在 充分 大 的 m Al n 处 截取 
形式 级 数 (19), 得 到 在 实验 误差 之 内 的 问题 (17) 的 解 . 当 zo 一 0+, 我 们 应 该 获 
得 具 边界 函数 F(b) = fy f(9,0)ac 的 圆 盘 上 Dirichlet 问题 的 解 ( 即 , (19) 中 的 

二 重 和 应 趋 于 0). 事实 上 , 已 知 对 大 的 r, 有 I(r) © er"/V277( 不 管 m BBY; 


88.5 特殊 函数 及 其 应 用 “565 - 


参看 [| Whittaker 和 Watson, p.373]). 因此 ， 


Im  ， nx(ro — r) y2 

mn a 
于 是 , 至 少 对 O<e <r < ro 一 6 第 二 项 和 具有 阶 数 exp), 当 z 一 0+ 时， 
它 快 速 趋 于 零 . 对 0<r<e, 有 


Tm ("=") < inl) aape ng 2, 


Tm (7222) > Im( P52) 20 


当 zo 一 0+ 时 它 也 快速 趋 于 零 . 口 

对 涉及 到 中 心 角 为 a 的 扇形 内 的 热流 问题 , 必须 求 m = 2=(n = 1,2,3,---) 
情形 的 Bessel 方程 (5) 的 解 . 注意 到 m 未 必 是 整数 , 除非 = 是 整数 . 因此 , 在 这 
种 问题 中 考虑 当 阶 m 不 是 整数 时 Bessel 方程 的 解 是 必要 的 . 在 定义 式 (6) 中 ， 
出 现 数量 (m+ k), 它 只 当 m 是 整数 时 有 意义 . Ault, 当 m 不 是 整数 时 , (6) 中 
(m+ k)! 以 T(m +k +1) 来 替换 , AH r E gamma, 定义 如 下 : 


r(s) = | eas, 对 所 有 的 实数 s> 0. (21) 


反复 利用 分 部 积分 (参看 习题 6), 容易 证 明 , 对 正 整数 n, A Ttn 十 1) =n!. A 
JH, gama 函数 可 用 来 把 阶乘 函数 延 拓 到 所 有 的 正 实数 . 特别 ， 


1 a = 2 
(3) -f eta idr =f ey yl2ydy = yr. 
0 0 


而 且 , 由 分 部 积分 得 到 F(s + 1) = sF(s), 由 此 我 们 得 


例 3 证 明 球 Bessel PAM 加 (参看 第 8.4 节 的 (29) 和 (30)) 与 Jay; 以 下 面 


公式 相 联 系 
inlo) = fE a(o: (23) 
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fe 先 证 明 R(p) 是 三 维 径 向 方程 (3) 的 解 当 且 仅 当 VrR(r) 满足 m = 
(n+ 4) 的 Bessel 方程 (5): 
r(VrR(r))” +r(VrR(r))’ + (r?° — (n+ 5 =) )VrR(r) 
= yr(r’ R" + rR’ - IR+rR’ 十 ZR+ (r? 一 (n+ 5)? )R) 
= Vr(r?R” +2rR' + (r? — n(n + 1))R). 


因此 , Vrin(r) 是 (n+ 5) Bt Bessel 方程 的 解 . Bessel 方程 不 可 能 有 在 7 = 0 处 是 
O 的 两 个 线性 无 关 的 解 , 因 Wronski 行列 式 是 Cr. 因此 , 比 Vrin(T)/Jn+4 (7) 
是 常数 . 对 小 的 r, 我 们 有 (利用 (22) 和 (6)) 


n+} rn 
et RDE E 


T(int+$+1) 1-3 (2n + 1) 
其 中 我 们 从 以 下 的 定义 得 到 inlr) 的 首 项 


, )"rn( i 
SEEC Coe > Gm 


nn n= ( 1)™2 m— 
a Ga) l > ae, ij ao 


nen 8 yn-2 oe (—1)™2m(2m — 2) on 
= (-D"r (<5) a> oe atte 


r” 
i r 


Schrödinger 方程 和 量子 力学 


很 微小 的 物体 , 如 原子 中 的 电子 , 它 的 许多 行为 不 能 用 Newton 的 经 典 力学 
来 充分 刻画 . 根据 Newton 经 典 力学 , 受到 给 定 作 用 力作 用 的 物体 沿 着 由 它 的 初 
始 位 置 和 初始 速度 所 决定 的 轨道 运行 . 的 确 , 关于 人 们 能 如 何 准确 地 同时 度量 
一 个 物体 的 位 置 和 速度 , 自然 界 已 经 安置 了 一 个 基本 的 限制 一 一 这 种 限制 没有 
一 种 度量 仪器 可 以 克服 的 , 不 管 它 是 如 何 地 先进 . 更 精确 地 , 在 任 一 方向 ( 设 为 
i 方向 ), 对 于 质量 是 M 的 粒子 P, P 的 坐标 z 的 度量 误差 gz 和 P 的 速度 在 i 
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分 量 上 的 度量 误差 ul 必须 满足 以 下 ( Heisenberg) 不 确定 关系 


h h 一 27 2 .。-1 
2> 一 一 = — = 6. 。 。 
dxdv, > Te 其 中 A = 和 h = 6.626 x 10-*’g-cm?-s (24) 


对 一 个 几 克 重 的 物体 , 误差 的 乘积 是 相当 小 的 . 然而 , 对 质量 = 9.108 x 10-78 g 的 
电子 , 不 管 技 术 如 何 先进 , 误差 的 乘积 5z6v1 必 比 0.5cm2 . s-1 K. 的 确 , HFA 
有 确定 的 位 置 和 速度 的 观点 是 有 争议 的 . 对 这 类 问题 已 经 作 过 深入 思考 过 的 一 
些 人 得 出 结论 : 粒子 没有 位 置 或 速度 , 它们 与 观察 的 行为 无 关 . 因为 不 能 可 靠 地 
利用 位 置 和 速度 来 描述 微小 粒子 的 状态 , 故 必 须 采 用 对 粒子 状态 的 不 同 的 描述 . 
量子 力学 提供 了 对 微小 等 级 现象 的 令 人 惊讶 的 精确 描述 , 在 这 些微 小 等 级 现象 
中 Newton 力学 证 明 是 失效 的 . 根据 量子 力学 (以 它 的 最 简 形式 ), 在 固定 时 间 一 
粒子 的 量子 状态 是 定义 在 R? 上 的 复 值 函 数 Yz y, z), 它 称 为 (Schr5dinger) 波 
函数 . 状态 y 称 为 是 可 正规 化 的 , 如 果 y E R3 上 的 模 的 平方 的 积分 , 即 


Iwi? = f Ww(e,u,2)Pdedyds 


是 有 限 的 和 非 零 的 ( 零 函数 不 是 一 个 允许 状态 ). 两 个 状态 视 为 等 价 的 , 如 果 其 中 
一 个 是 另 一 个 的 常数 倍 , Yl? = 1 的 y 称 为 是 正规 化 的 , 故 为 了 达到 yll? = 1, 
总 可 用 一 个 常数 乘 可 正规 化 波 函 数 . 对 于 一 正规 化 状态 v, 粒子 在 空间 任 一 给 
定 的 区 域 4 的 概率 是 [|wl?drdydz, 是 [0,1] 内 的 一 个 数 (例如 , 如果 A = 
R°, 该 积分 等 于 1, 表明 该 粒子 确切 地 在 Rs 的 某 个 地 方 ). 因此 , 波 函 数 包含 
了 关于 粒子 位 置 的 某 些 信息 , 但 只 是 在 概率 的 意义 下 . 的 确 , 称 Yle, y, z)? 给 
出 粒子 的 可 能 位 置 云 状 团 的 概率 密度 . 状态 plr, y, z) 还 提供 了 关于 粒子 速度 
的 一 些 信息 . 事实 上 , 粒子 的 可 能 速度 (wi,vz,vs) 云 状 团 的 概率 密度 是 平方 模 
|b(Mv,/h, Mv2/h, Mv3/h)|?, 其 中 少 是 的 Fourier 变换 . 不 确定 关系 (24) 是 
该 事实 的 一 个 推论 (参看 习题 100). 

考虑 一 质量 为 M 的 粒子 , 受到 具有 形式 -VV (x,y,z) 的 作用 力 F(x,y, 2), 
V(z,y,2) 为 某 个 函数 , 称 为 F 的 位 势 . 具有 确定 能 量 E( 从 经 典 上 来 说 , 是 动能 


中原 文 误 为 习题 13. 一 一 译 者 
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加 势能 ) 的 量子 状态 满足 偏 微 : 


h? 


IEA Schrödinger 4 ( SEK). 注意 到 方程 (25) 表明 y BAF A- 
V 的 特征 函数 , 能 量 E 是 相应 的 特征 值 . 由 于 与 位 势 有 关 , 可 能 发 生 该 算 子 的 特 
征 值 不 是 任意 的 , 而 是 组 成 一 个 在 某 个 特殊 范围 内 的 离散 值 的 数列 . 换言之 , 粒 
子 的 可 能 能 量 , 它们 园 于 位 势 , 会 限于 一 确定 的 离散 数 集 . 谱 分 析 表 明 原 子 发 出 
和 骸 收 确定 波长 (或 能 量 ) 的 光 , 这 是 以 下 事实 的 推论 : 根据 量子 力学 , 原子 中 的 
电子 的 量子 状态 的 可 能 能 量 是 离散 的 . 但 这 不 同 于 经 典 力学 , 经 典 力 学 错误 预 
测 了 能 量 的 一 个 连续 范围 . 一 个 特别 重要 的 情形 是 位 势 V 只 依赖 于 到 原点 的 距 
离 p, WA V = V(p). 在 这 种 情形 , Schrödinger 方程 可 写成 以 下 形式 

Ay+(f(p)+ow=0， 其 中 f=- Vo) 和 c= Me (26) 
V 的 两 个 很 重要 的 形式 是 Y(p) = ike (MAFIA, 参看 习题 9) 和 V(p) = 
一 e2p-!, 作为 作用 在 氢 原 子 中 电子 上 的 静电 作用 力 的 Coulomb 位 势 (由 于 带电 
ft e 的 中 子 ), 我 们 在 下 面 的 例子 考虑 这 种 情形 . 

例 4 ( 氢 原 子 中 的 电子 状态 ) 利用 Schrödinger 方程 证 明 : 由 电子 质量 
Me = 9.108 x 10-28g 和 中 子 质量 Mp ~ 1836m。 组 成 的 氢 原 子 中 正规 化 电子 
的 状态 +% 的 可 能 负 能 量 已 具有 形式 E = En = -fr n = 1,2,---, 其 中 
B= wine & xme 是 “ 约 化 质量 ", e 是 电子 的 电荷 . 确定 具有 这 些 能 量 的 状态 水 
并 证 明 , 不 理会 旋转 , 具有 能 量 B, 的 有 n 个 线性 无 关 的 状态 ， 

解 因 习 惯 上 把 原点 取 在 中 子 的 中 心 ,而 不 是 电子 和 中 子 系统 的 质量 中 心 ， 
故 用 u 代替 me YEA Schrodinger 方程 的 质量 , 但 这 样 不 会 造成 很 大 差别 , 因为 
Mp > me. 电子 和 中 子 之 间 的 静电 位 势能 是 V(p) =-2. 因此 由 (25), 得 


h? e? 
aap ¥ + Sv + Bu =0. (27) 


假设 (27) 的 一 乘积 解 Y = R(p)S(v,0), 则 由 变量 分 离 (参看 (26) 和 (3)) 导出 
的 径 向 方程 是 


PR" (p) + 2pR'(p) + ga Fp- I(l +1) + PÉR = 
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或 


=E 2 
PR'(p)+2pR (Pp)— (°P +U(1+1)—kp)R(p) =0, b= VE, k= EE (28) 


E S(y, 4) = Sim(y, 0) = eime sin'™! pP™D (cosy), 1=0,1,2,---, -l<em<l. 
不 用 n 而 用 符号 ! 是 量子 力学 中 的 惯例 , 因为 n 是 留 作用 来 表示 标注 能 级 En 
的 . 对 大 的 p, 项 bp? 支配 项 (+1) 和 kp. 因此 对 大 的 p, 我 们 希望 (28) 的 
通 解 与 (cie*? + coe?)/p 类 似 , 它 是 当 项 Ul +1) 和 kp 没有 时 的 通 解 . 为 使 
wb 以 这 种 通 近 正规 化 , VA ci = 0, 且 期 望 R(p) 以 e- 衰减 ( 当 p 一 co 时 ). 
对 小 的 p,(28) 中 的 项 bp? 和 kp 是 可 以 忽略 的 , 在 这 种 情形 通 解 将 表现 得 如 
dip-'1 + dop'. 因此 , 鉴于 对 大 的 p 和 小 的 p (28) 的 解 的 猜想 的 行为 , 自然 寻求 
(28) 形 如 R(p) = L(p)p'e™ 的 解 . 把 该 形式 代入 (28), 得 到 以 下 关于 L(p) HH 
微 
pL” + 2(1+1— bp)L' + (k — 2b(1 +1))L =0. (29) 
可 以 证 明 [Schiff.1968](29) 的 不 是 p 的 多 项 式 的 任 一 解 必 以 er 增长 , 这 时 
R(p) = p'L(p)e~? = pèr 将 不 产生 一 个 正规 化 函数 y. S 已 (p) 是 次 数 为 
v 首 项 为 px 的 多 项 式 . 如 果 把 P(p) 代入 (29), W (29) HAMAR KER 
(—2bv + k — 2b(1 + 1))p”. 因此 , 令 n=v+1+1( 一 个 正 整 数 ), 我 们 不 能 得 到 次 
数 为 v 的 多 项 式 P_(p), 除非 (k — 2bn)p” = 0, 或 
k VonE  2pe? 
m 或 = 或 E=E,= 
于 是 , 我 们 得 到 电子 负 能 量 的 必要 形式 . 然而 , WR E 是 具 (30) 的 形式 , 则 可 
逐次 确定 Po) 的 低 次 项 的 系数 , 使 得 满足 (29)， 因 此 , 对 每 个 n, 和 1, 记 作 
Pail OAF Parlo) 显 式 公式 参看 下 面 的 (33)). 回忆 一 下 ( 见 第 8.4 节 的 定理 
2), 对 每 个 l, m 存在 U + 1 个 可 能 的 值 , 对 应 球面 调和 函数 Spm (yp, 0). FE, 我 
们 有 一 族 具 固定 能 量 E,,(n = 0,1,2,---) 的 正规 化 波 函数 ; 


—pe 
2n2h2° 


Ynym(P, 9:9) = Pai(p)ple ?Sm(p,0) (l=0,1, ,n—1;m=-l,--- ,0). 
(31) 
对 任 给 的 n, OEE RRA PRE 1 43454---4+(2(n-1) +1) =n?. 用 一 些 努 
Fi, 可 以 证 明 没有 其 他 具 能 量 En 的 线性 无 关 的 正规 化 波 函 数 (如 何 证 明 ?) o 
注 记 1 在 (31) 中 , 数 ” 称 为 状态 的 全 量子 数 , 而 1 是 轨道 角 动 量 , m 是 
磁 量 子 数 . 对 每 个 波 了 少数 都 有 两 个 独立 的 “旋转 ”状态 .因此 , 在 第 ”个 能 级 
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壳 层 实际 上 有 2n? 个 独立 状态 . 数列 2,8, 18,… ,2n?,…. 在 元 素 周期 表 中 出 现 . 
的 确 , 在 最 外 层 (最 高 ) 能 级 壳 层 有 相同 电子 数 的 元 素 具有 类 似 的 化 学 性 质 . K 
际 上 , 在 原子 核 中 有 2 个 中 子 的 原子 必 含 有 位 势 -Ze?/p, 因此 En 获得 22 的 
因子 , 并 且 一 般 而 言 , 在 所 有 我 们 的 计算 中 , e? 必 由 Ze? 来 代替 . 更 详细 的 分 析 
(Schiff, 1968] 表明 原子 中 电子 间 的 相互 作用 , 包括 电子 的 旋转 , 以 及 其 他 的 作用 ， 
实际 上 把 2n2 个 状态 分 裂 成 En 附近 的 许多 能 量 簇 . 口 


注 记 2 对 任意 整数 p,q > 0, 广义 的 Laguerre 多 项 式 L?(z) 是 Laguerre 


rL"+(p+1—7z)L +gL=0 
的 4 次 多 项 式 解 , 它 由 以 下 给 出 


4 (—1)* (p+q)! s 


E r = 名 和 F(z) = Paulo), 得 (由 在 (29) 后 面 给 出 的 Pi(p) 的 定义 ) 
£F” + ((214+1)+1-—2)F’+(n—-—l—1)F=0, 


HOA p = 21+1 Al qg=n—1-—1 的 Laguerre 常 微 . 于是, 根据 该 常 微 至 多 存在 
一 个 独立 的 多 项 式 解 的 事实 (为 什么 ?), 我 们 有 


n 
Pni(p) = en LRP) 
We (-1)" (n+1)! 


= NP, s 
= m D s! CEET 11 av 63) 


Cnt 为 某 个 常数 . 口 


概要 8.5 


1. 径 向 特殊 函数 : 当 分 离 变量 法 用 于 方程 Av+ (f(z) + cju = 0 时, 二 维 
情形 用 极 坐标 , 三 维 用 球 坐 标 , 我 们 分 别 得 到 以 下 方程 : 


H" (6) +m?H(0)=0, r?R"(r)+rR'(r) + (er? — m? +r? f(r))R(r) =0, (S1) 
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AsS(p,0) + n(n + 1)S(y, 9) = 

p? R'(p) + 2pR'(p) + (cp? — n(n + 1) + p? f(p))R(p) = 0 
KF Rr) 和 R(p) 方程 称 为 径 向 方程 . 4 f(p) =0 Mc = +b? £0 AY, WE (S2) 
的 通 解 由 R*(bp) 给 出 , 其 中 , 如 在 第 8.3 节 中 证 明 的 ， 


(S2) 


+ — an 10 nipt Ro (P) 一 (ape? + boe~"?)/p, S 
RE) =p REO 和 1 (S3) 
然而 , (S1) 的 解 (对 f(r) = 0) 不 能 用 初等 函数 表示 , 下 面 我 们 来 刻画 它们 . 
2. Bessel 函数 : 当 f(r)=0 和 c=1 时, (S1) Æ m 阶 Bessel 方程 : 
r?R"(r) +rR'(r) + (r? — m?)R(r) = 0. (S4) 


4 m 是 非 负 整数 时 ，Bessel 方程 对 所 有 > 是 C1 的 任意 解 必 是 由 以 下 定义 的 
Bessel 函数 Jm(r) 的 常数 倍 ， 
m (ry 
= (5) > ,Rm TA (S5) 


M4 m 是 任意 正 实数 时 , Jm(r) 由 公式 (S5) 定义 , 只 要 (m+k)! 以 T(m + 十 1) 
来 替换 , 其 中 械 是 由 下 面 定 义 的 gamma 函数 


r(s) = [eter tae, 对 所 有 实数 s > 0. 


(S3) 中 的 解 R+(p) 称 为 球 Bessel 函数 , 且 与 半 整 数 阶 Bessel 函数 相 联系 . 例如 ， 
Jmlr) 的 球 对 应 函数 是 


=(_1)" sinp) _ [7 
in EGD = /a 
Bessel 方程 存在 其 他 在 r = 0 有 奇异 性 的 解 . 这 些 第 二 类 Bessel 函数 的 定义 和 
性 质 在 附录 6 中 给 出 ， 


3. Bessel 函数 在 解 偏 微 中 的 应 用 : ”我 们 利用 Bessel 函数 来 解 振 动 环形 膜 的 
波 问 题 (第 8.5 节 例 1), 且 发 现 修正 的 Bessel 函数 Imn(r) 出 现在 实 柱 体 上 下 两 
面 都 是 绝热 的 稳 态 温度 问题 的 解 中 (第 8.5 节 例 2). 一 般 而 言 , Bessel 函数 出 现 
在 涉及 到 柱 区 域 或 关于 一 坐标 轴 对 称 的 区 域 上 的 问题 . 
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4. Schrödinger 方程 和 量子 力学 : Heisenberg 不 确定 关系 表明 在 粒子 位 
置 度量 上 的 误差 和 在 任 一 给 定 方向 的 速度 度量 上 的 误差 的 乘积 不 小 于 3/M ,， 
其 中 M 是 粒子 的 质量 . 根据 量子 力学 , 在 一 固定 时 间 , 粒子 的 量子 状态 是 定 
SUE R? 上 的 复 值 函数 y(x, y, z), 称 为 ( Schrödinger) WRA. WR yl? = 
Jro Iw(z,y,z)l?drdydz = 1, 状态 称 为 是 正规 化 的 ,对 这 种 状态 , 粒子 将 在 RS 
中 的 区 域 4 中 发 现 的 概率 是 [|w(z,y,z)|?dzdydz， 具 能 量 E 且 受 到 位 势 为 
V(x,y,z) 的 作用 力 的 粒子 可 由 状态 多 来 刻画 ,ww 是 以 下 Schrödinger 方程 (与 时 
间 无 关 ) 的 一 个 解 
AY — V(z,y, z) + Ep = 0. (S6) 
在 例 4 中 , 用 Schrödinger WR RAE ART PHF AF FA Coulomb 位 势 
-ep 的 可 能 的 能 级 和 正规 化 状态 . 对 调和 振荡 位 势 Ske? 对 应 的 问题 在 习题 
9 中 提出 . 


练习 8.5 


1. 证 明 : 如 果 F(r) 满足 Bessel FF r?F"(r) + rF'(r) + (r? —m?)F(r) = 0 (b £ 0), A 
R(r) = F(br) WR r?R’(r) + rR (r) + (br? — m?)R(r) = 0. 用 练习 8.3 的 习题 4(b) 
中 的 想法 能 做 到 这 样 吗 ? 

2. (a) 形式 应 用 分 部 积分 来 建立 圆 盘 7 < ro 上 C? BR f 和 9 的 Green AR: 


2r ro 27 
f Í (g(r,0)Af ~ f(r,0)Ag)rardo = | (glros0)f, (ro,0) 
0 0 0 


—f(r,0)gr(ro, 9))rodé. 
(b) 对 定义 在 实体 球 p < po 上 的 函数 f(p, ,9) 和 glp, p, 0) 叙述 和 证 明 Green 公式 . 
提示 “特殊 情形 包含 在 第 8.4 节 的 习题 15 中 (也 可 参看 第 8.3 节 的 例 3). 
。(a) 利用 圆 盘 上 的 Green 公式 (参看 习题 2(a)) 证 明 对 任意 m =0,1,2,---, 


wo 


(62 ~ b?) T EN ET E R, (bJm (bro) Jm (Bro) — BJm(bro)Jm(Bro)). (+) 


(b) 假设 Jm(Bro) = 0. 为 得 出 站" Im(Gr)?rdr = irf Jm(Bro), (*) 两 边关 于 b 求 导 
RS b= B. 
(c) 假设 (a) 中 的 公式 对 b 和 6 是 复数 时 仍然 是 有 效 的 , 证 明 对 任意 不 是 实数 的 z, Jim (z) 
不 会 为 零 . 

提示 WR Im(z) = 0, 则 经 检查 定义 Jm HERR, 证 明 J.(z) = 0. 在 (a) 部 
分 取 ro = 1, b= z Ñ 8 = Z (ro = 1), 并 注意 到 z 是 纯 虚数 的 情形 不 同 处 理 . 
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- (a) 利用 球 上 的 Green AR (参看 习题 2(b)) 证 明 对 n = 0,1,2,---, 
(6? — b°) f ” jn(bp)jn(Bp)p*dp = pô (bjn (bpo)jin (Bpo) — Bin(bpo)jn(Bpo)), (**) 
0 


FEP jalp) = (D7 (4 4)" [B84]. 

(b) 假设 jn (Bpo) = 0. 为 得 到 SE jn(Bp)?p?dp = 43091 (Bp0)? (BAI 3(b)), 对 
(**) 两 边关 于 b RF, RAS b= 有. 

. (a) 求 以 下 问题 的 形式 解 

D.E. u= Kucz 十 ty)， 2? +y? <r, t20; 

B.C. U(ro,0,t)=0, -rt <0; 

I.C. U(r,6,0) = f(r,0). 


(b) 对 B.C. 由 U,(ro, 0) = 0 (BI, 圆 盘 的 边缘 是 绝热 的 ) 替换 的 情形 求 形式 解 . 


6. WH T(n+1)=n!, n=1,2,3,---. 
7. Ok 人 在 株 形 (0 < r < ro, 0 < 6 <a) 上 的 特征 函数 , 这 些 特 征 函 数 在 边界 9 = 0, 9 = 


a, T= To 上 为 零 . 什么 类 型 的 热 问题 和 波 问 题 能 用 这 些 特征 函数 来 求解 ? 请 给 出 一 些 
例子 . 
. 假设 例 2 中 的 B.C. 由 U(ro,0,z) = 0 (0 < z < zo), U(r,0,0) = 0, U(r,0,z0) = 
f(r,0) (0 <r < ro) 替换 . 求 该 情形 的 形式 解 . 
. 本题 我 们 确定 受到 具 位 势 V(p) = 3kp? = 3k(z? 十 让 十 z?)( 即 ,调和 振荡 位 势 ) 的 弹性 
J F= -VV = 一 kpp 作用 , 质量 为 m 的 粒子 的 可 能 能 量 E 和 相应 的 可 正规 化 波 函 
数 (量子 状态 ). 
(a) 证 明 Schrödinger 方程 — 2 Ay+ ikpy = Ey 的 乘积 解 具 有 形式 XX(z)Y (y)2(z)， 
oe oe oe Ae se) Tye 

-am* + ak X=e1X, -amY + 3ky Y =e2Y 
"y fi? 1 

-ml + hey = e3Z, 

el，e2 和 es 是 常数 , 满足 el + ez + ea = E. 
(b) WEH: 如 果 记 X(z) = f(az), 则 通过 取 a = [$p] 和 à =A! Fe, KF X 
的 方程 转换 成 常 微 iF" (ar) + (ar) Far) = AiF(az). 由 练习 7.2 的 习题 16 HE 
F: 当 Ai = nti Mt, n > 0 为 某 个 整数 , 我 们 有 速 减 解 Xu(z) = Hn(ax)e-2%*, 其 
中 Hn 是 第 n 阶 Hermite 多 项 式 . 
(c) 从 (b) 中 推断 : 当 已 具 (N + 中/ E 形式 时 (N > 0 是 整数 ), 我 人 有 以 下 满足 
(a) 部 分 的 Schrödinger 方程 的 可 正规 化 波 函数 


nm p(z, yz) = Hn(ax)Hm(ay)Hp(az)e4?""", RE n+m+p=N. 
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(a) 用 一 些 努 力 可 以 证 明 Schrödinger 方程 有 可 正规 化 解 的 唯一 能 量 E ER (c) 中 的 
形式 , 且 对 第 N 级 能 量 的 任 一 可 正规 化 波 函 数 是 (c) 中 独立 的 波 函 数 的 线性 组 合 .证明 
存在 3(N + 1)(N +2) 个 具有 (c) 中 形式 的 波 函 数 . 

{e) 粒子 会 有 截 能 量 吗 ? 最 小 能 量 是 什么 ? 

假设 质量 为 M 的 粒子 的 量子 状态 由 一 正规 化 的 速 减 的 波 函 数 (x, y, z) 给 出 . 度量 粒 
子 可 能 位 置 的 z 坐标 的 均值 是 z 三 fra zlw%(z,y,z)|2dzdydz = (ry, p) (BI, 概率 密度 
为 pls y, z)? 的 粒子 概率 云 状 团 重心 的 z 坐标 ). z 度量 的 标准 差 ( 即 , 典型 误差 ) 是 


67 = V((x — £)?¥, Y) = (rz — z). 
可 能 速度 (vi, v2, v3) 云 状 团 的 概率 密度 是 (根据 量子 力学 ) 


hi aMv Mu M 
w(v1, va vs) = (PPIE =", ="), 


Herh pb iè y AY Fourier 变换 . 同样 , 粒子 速度 的 i 分 量 的 度量 均值 是 元 = (vw, w), 标 
准 差 是 
6v1 = V((ua 一 页 )2w,w) = (wa — 1 wf]. 
(a) 利用 (Onw)* (E) = i€b(€) 和 Parseval “Fst (参看 第 7.3 节 ) 证 明 
a 


h ; M 
lor -aul = oll ed - orl, HH a 


M 
(b) 利用 Cauchy-Schwarz 不 等 式 |(f,9)| < j|fililgl| 证 明 


Ia — awl- ev - Tory] > Mw — 2), idet — Sar) 
> Im[(z — 2)¥,-id2v — ny). 


(c) 证 明 (b) 中 最 后 一 个 表示 式 是 Im[(zw, —i10,)]. 
(d) 证 明 


Im[(zy, —i10.y)| = ~5i[ (ev, iða) = (-i82, zp) 
= 了 (ae(zy) — 2824, Y) = E (9, Y). 
(e) 由 上 述 推断 不 确定 关系 rv > $h/M 成 立 . 
(£) Bit z = y= z = 0 MD = z = V3 = 0. WEAR: 如 果 ôr = by = 6z 和 
6z6v1 = 6y6v2 = 6z6vs = 起 /AM ( 即 , 不 确定 是 最 小 值 的 ), 则 y 必 是 在 一 调和 振荡 位 


势 (参看 习题 9) 中 的 粒子 的 基态 (最 小 能 量 状态 ). 对 这 种 状态 弹性 常数 上 对 5z 是 如 
何 相 联系 的 ? 
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§8.6 求解 流 形 上 的 偏 微 


在 本 节 我 们 定义 在 R” 中 称 为 有 边 或 无 边 的 光滑 及- 流 形 的 相当 一 般 的 大 
维 子 集 上 的 函数 的 Laplace 算 子 ， 定 义 方 法 与 Ra 中 单位 球面 上 (作为 二 维 流 
形 的 例子 ), 通过 在 法 线 方向 把 / 延 拓 成 常数 ,然后 对 经 过 延 拓 的 函数 取 通 常 
的 Laplace 运算 来 定义 Laplace AF A, 的 方法 相同 . 然后 研究 “ 紧 ”k- 流 形 上 
Laplace 算 子 的 特征 函数 和 特征 值 的 一 般 性质 ， 叙述 了 在 流 形 上 充分 可 微 的 函 
数 的 特征 函数 展开 的 一 致 收敛 定理 , 并 给 出 了 证 明 的 参考 文献 . 求解 流 形 上 的 
热 方程 , 波 方程 和 Poisson-Laplace 方程 要 用 到 这 些 特 征 函 数 展开 . 我 们 还 通过 
Laplace 算 子 的 特征 函数 和 特征 值 直 接 构造 Green 顶 数 来 表明 如 何 用 积分 表示 
解 . 我 们 强调 前 面 关 于 热 方程 , 波 方程 和 Laplace 方程 的 许多 内 容 是 本 节 一 般 
观点 的 特殊 情形 , 本 节 充 实 我 们 已 经 学 过 的 内 容 . 流 形 的 概念 已 经 成 为 现代 理论 
物理 中 描述 宇宙 的 基础 部 分 , 从 广义 相对 论 空间 - 时 间 连 续 统一 体 到 作用 在 基 
本 粒子 的 波 函 数 土 的 连续 对 称 群 . 也 因为 这 个 理由 , 我 们 相信 让 读者 接触 流 形 
是 有 益 的 . 对 流 形 以 及 相关 概念 更 深入 的 介绍 我 们 推荐 [Abraham, Marsden 和 
Ratiul. 


Rn 中 kk- 流 形 的 定义 以 及 它 的 Laplace BF 


S fi, fo 和 fs 是 定义 在 Rs 中 某 开 集 B 上 的 Ce eM. 对 B 中 每 个 点 
P(x,y, z), 存在 仍 在 R3 中 的 赋值 的 点 F(P) = (fi(P), fo(P), fa(P)). 如 果 当 P 
Suk B 时 点 F(P) 的 集合 是 一 个 开 集 C, 则 称 FEM B 到 C 上 的 光滑 映照 . 如 
果 还 存在 C 到 B 上 的 光滑 映照 G, 使 得 对 B 中 所 有 的 P, 有 G(F(P)) = P, W 
FK F Æ BEC 的 微分 同 胚 ( 即 , 对 开 集 B 和 C, AOE B 到 C 上 的 光滑 映 
FR, 它 存 在 从 C 到 B 的 光滑 逆 映 照 ). 类 似 地 , 对 n = 1,2,3,4,…, 可 定义 从 Rn 
中 的 开 集 到 R 中 另 一 个 开 子 集 的 微分 同 胚 概念 . Ok A n BBR l<k<n 
的 整数 . Rn" 标准 大 维 子 空间 ( 记 作 RE), 是 R” 中 形 如 (21, £2,- ,zk,0,.… ,0) 
的 点 的 集合 , 其 中 zl zz，… ,zk 是 任意 实数 , 在 它们 后 面 跟着 n-k F (例如 ， 
R} 是 Rs 中 的 zy 平面 , Ri 是 Rs 中 的 s-h). R PRADA 人 - 维 半空 间 是 
RE 中 具有 非 负 的 第 一 个 坐标 ( 即 ,zl > 0) 的 所 有 点 的 子 集 H* (例如 , H3 是 
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R? 中 的 半 平 面 z >0, z= 0). 


定义 ”Rn 中 的 (光滑 )k- 流 形 是 R* 中 具有 以 下 性 质 的 子 集 M. 对 M 中 的 
每 点 P, 存在 R” 中 的 开 集 B 和 一 个 从 B 到 包含 P 的 一 个 开 集 C 的 微分 
同 胚 F, 对 B 中 某 个 P’, P = F(P’), 使 得 (参看 图 1)F 把 B 5 HK 的 交集 
映 到 整个 C 与 M 的 交集 . 如 果 P 在 H* 的 边缘 上 , 则 M EXP BR 
为 M 的 边界 点 . M 的 所 有 边界 点 的 集合 称 为 M 的 边界 , 记 作 OM. 


例 1 明确 地 验证 由 p = 1, z >0,z >0 定义 的 四 分 之 一 球面 @ 是 R3 的 
2- 流 形 , 它 的 边界 是 由 p = 1, z > 0, z > 0 定义 的 半 赤 道 E. 

E 设 映射 F 把 开 长 方 体 B, -每 <z < 到 -B<y<f,h<2<2 HH 
每 点 (z,y,z) 映 成 点 


F(z,y,2) = (z cos x cosy, z cos z sin y, z sin z). 


这 是 从 B BH j <p <2 定义 , 落 在 半空 间 z > 0 的 球 壳 的 一 部 分 ( 设 为 C) 的 
微分 同 胚 . 的 确 , F Kw G 由 以 下 定义 (参看 习题 1), 对 C 中 任 一 点 (z,y, 2), 


G(@, v2) = (sin™(Ź),sin™(#), p), 其 中 r= Vz2 十 只 M p= vVr24 22. 


F 把 交集 BH? 映 到 四 分 之 一 球面 QQ 上. 而且 BN H3 的 边缘 xz = 0 映 到 E 
E, 则 此 为 9Q. (m) 
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注 记 EFB) 包含 了 所 有 的 Q 的 意义 下 , 上 述 例子 是 简单 的 . 为 了 确保 预 
期 的 流 形 的 每 点 包含 在 某 个 F (Bi) 中 , 通常 需要 用 到 多 个 定义 在 开 集 By, Bo,:-- 
上 的 微分 同 胚 Fi, Fo,---. 例如 , 为 了 证 明 半 球面 p = 1, z > 0 是 具 赤 道 圆 作为 
边界 的 2- 流 形 , 我 们 需要 不 止 一 个 微分 同 胚 , 因为 整个 赤道 圆周 在 单个 微分 同 
” 胚 下 不 可 能 是 H3 的 边缘 直线 的 一 部 分 的 图 像 (为 什么 ?). 我 们 同样 需要 两 个 微 
分 同 胚 来 表明 球面 p = 1 是 无 边 的 2- 流 形 . o 


幸运 的 是 , 有 了 一 些 经 验 之 后 , 当 看 到 一 个 流 形 时 通常 容易 辨认 出 来 , 而 且 
只 有 很 少 的 情况 需要 费事 地 去 证 明 一 给 定 的 RR” 中 的 子 集 是 流 形 . 粗略 地 说 来 
R” 中 的 一 k- 流 形 是 R” 的 一 个 “光滑 ”的 大 ETE, 在 它 的 任 一 点 , 比如 已 处 
的 一 个 充分 小 的 开 n 维 球 , 或 相似 于 一 (可 能 是 弯曲 的 )k 维 圆 盘 (如 果 P 不 是 
边界 OM 的 部 分 ), 或 相似 于 一 具有 一 1 维 包含 P 的 “平坦 ”部 分 的 上 维 半圆 
盘 (如 果 P 是 9M 的 部 分 ). 下 面 的 图 2 中 列 出 了 一 些 Ra 中 的 2- 流 形 . 自然 
要 把 这 些 曲面 想象 为 光滑 的 , 没有 这 些 由 于 计算 机 生成 的 角 点 . 这 些 曲面 中 只 
有 第 一 个 有 边界 , 它 由 两 个 圆周 组 成 . 


getre, <2" 
ER EN Ka 
M ‘/) 


图 2 


有 一 些 相当 简单 的 物体 不 是 (光滑 )k- 流 形 . 例如 , 空间 中 交 于 一 条 直线 的 两 个 
平面 不 构成 一 流 形 , 因为 这 个 物体 在 相交 直线 上 的 任 一 点 的 一 个 邻 域 内 局 部 上 
不 相似 于 单个 圆 盘 或 半圆 盘 . 方 体 的 曲面 不 是 光滑 流 形 , 因为 对 H3 中 的 圆 盘 施 
行 微分 同 胚 不 会 产生 角 点 . 同样 的 理由 , 圆锥 体 不 是 一 个 光滑 流 形 , 闭 长 方 体 也 
不 是 . 至 于 一 自然 物体 或 系统 有 没有 数学 角 点 问题 是 相当 无 意义 或 至 少 是 不 相 
FAY (例如 , 考虑 在 “ 角 点 ”附近 的 原子 ). 大 多 数 出 现在 “现实 ”应 用 中 的 区 域 
在 实验 误差 之 内 可 由 光滑 kG, 此 断言 似乎 是 合理 的 . 考虑 到 在 描述 即 
使 是 相当 简单 的 机 械 、 电 器 或 经 济 系统 中 会 出 现 大 数量 的 变量 , 故 只 限于 关注 
k <3 REZ k< 1000 的 情形 是 不 够 的 . 
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S f 是 定义 在 Rn 中 具 边 界 9M (可 能 是 空 的 ) K kG M 上 的 函数 . 可 
以 证 明 (参看 [Lang, p.96]) f 可 延 拓 到 Rn 中 包含 M 的 某 个 开 集 A 上 的 函数 
F, 使 得 f 在 每 条 落 在 4 内 , 与 M 垂直 相交 一 点 的 线段 上 为 常数 . 我 们 称 f 在 
M 上 是 C? 的 , 如 果 在 ARC? 的 . 则 由 于 在 Rn 中 的 开 集 4 上 是 C2 H, 
故 对 f 应 用 R” 中 的 Laplace 算 子 
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An = t Bar 


是 有 意义 的 . 


Am 的 定义 ”我 们 由 Amf(P) = An FP), 对 所 有 M 中 的 点 已 来 定义 在 M 
上 的 C? 函数 f 的 Laplace F Am, 其 中 是 上 述 定 义 的 (f) 延 拓 , CEM 


的 法 线 方 向 等 于 常数 . 等 价 地 ,人 mf(P) 是 f 沿 着 条 与 M 相 切 并 垂直 交 
F P 的 直线 的 二 阶 导数 的 和 . 


Hid 这 正好 是 第 8.3 节 (7) 中 {单位 球面 上 ) Laplace WF A。 的 定义 过 
程 . 虽然 上 述 定义 对 Ay 给 出 了 一 个 直接 的 几何 解释 , 但 仍然 有 另外 的 把 Am 
用 所 谓 的 相对 于 一 个 坐标 系 的 M 的 “度量 系数 " 来 表示 的 等 价 定义 . 由 于 我 们 
不 想 显 式 地 在 任 一 前 面 未 考虑 过 的 流 形 上 求解 方程 Amu + Au = 0, 故 不 讨论 
度量 系数 或 以 度量 系数 表示 Am 的 公式 . 而 是 在 未 显 式 地 求 出 特征 函数 和 特征 
值 的 情况 下 , 集中 讨论 它们 的 一 般 性 质 . 即使 对 简单 的 流 形 , 这 都 是 一 个 艰巨 的 
任务 . 口 


Am 在 人 - 流 形 M 上 的 特征 函数 和 特征 值 


在 解 R* 中 &- 流 形 M 上 偏 微 (比如 热 方程 u = Amu) 的 边 值 问题 中 , 求 
出 Am 满足 边界 条 件 的 特征 函数 是 所 期 望 的 ， 当 然 , 在 流 形 无 边 的 情形 (例如 ， 
球面 曲面 ) 没有 边界 , 因而 没有 边界 条 件 . 为 了 可 以 应 用 友 加 原理 , 边界 条 件 必 
须 是 齐 次 和 线性 的 . 我 们 局 限 在 下 面 描述 的 标准 类 型 . Sf 是 IEE AY C2 
PAK (BN, f 延 拓 成 上 述 的 C? 函数 f) f 在 9M 上 点 P 的 外 法 向 导数 是 下 沿 
着 唯一 的 单位 向 量 np (在 已 点 出 发 的 ) 的 方向 导数 ， 


Ov f(p) = VF np. (1) 
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该 向 量 与 9M 垂直 , 与 M AD, 指向 离开 “由 所 有 M 中 除了 OM 的 点 组 成 的 
(M 的 ”内 点 M? 方向 , 我 们 引入 一 个 相当 一 般 的 齐 次 边界 条 件 如 下 . SNE 
(可 能 是 空 的 )6M 与 Rn 的 某 个 开 子 集 的 交集 , S D 是 9M 中 不 是 N 中 的 点 
的 集合 (BI, D = 9M - N). Ou EE M 上 为 常 值 , 在 MUN 是 Cl 的 函数 . 
则 提出 以 下 边界 条 件 是 有 意义 的 


E N 是 空 集 的 特殊 情形 , (2) 是 Dirichlet 条 件 , 当 D 是 空 集 时 , (2) 是 Neumann 
条 件 . 我 们 称 R 中 的 &- 流 形 是 紧 致 的 , 如 果 它 是 R" 中 的 闭 子 集 且 包含 在 一 
个 充分 大 的 n- 维 球 内 (参看 附录 4). 自 此 假设 所 有 的 流 形 是 紧 致 的 , 且 在 下 述 
意义 下 是 连通 的 : M 中 的 任意 两 点 可 由 一 条 落 在 M 中 的 连续 曲线 相连 接 . 下 
面 的 基本 结果 原本 在 [Chavel,1984] 中 叙述 , 但 完全 的 证 明 (以 对 大 学 生 能 理解 
的 形式 ) 似乎 不 是 出 现在 一 个 地 方 , 而 是 散布 在 文献 中 的 结果 的 一 个 推论 . 作为 
可 读 入 门 的 文献 , 我 们 推荐 Jozef Dodziuk 的 文章 Eigenvalues of the Laplacian 
and the heat equation, Amer. Math. Monthly. Vol. 88(1981), 686-695. 


定理 1 (Dirichlet/Neumann 特征 值 问题 ) S M 是 Rn 中 紧 致 六 流 形 ， 
具 边 界 OM = DU N( 可 能 是 空 集 ). 对 每 个 实数 A, 问题 


D.E. Ayu+rAu=0, FM E; 
(3) 


最 多 有 有 限 多 个 线性 无 关 的 解 (BD, 对 给 定 的 特征 值 和 的 特征 空间 是 有 限 维 
的 ). 这 些 解 在 下 述 意义 下 是 M 上 Cs% 的 , 它们 可 延 拓 到 (R° 的 ) 一 个 包含 
M 的 开 子 集 上 的 C” PRR. 使 问题 有 非 零 解 的 和 值 构成 数列 0 < Xo <à < 
do <->, 其 中 每 个 特征 值 重 复 的 次 数 与 它 的 特征 空间 的 维 数 相等 . 


- 580 - 第 八 章 高 维 情形 的 偏 微 


Hid 对 大 的 q, 特征 值 和 的 性 质 由 Weyl 公式 给 出 


Ag ~ 当 gg 一 oo 时 ， (4) 


2 q $ 
ar (V) ， 


其 中 wx 是 R* 中 “实体 ”单位 球 的 上 HE “体积 ”( 即 , ws = 47/3, wo = T, wi = 2, 
一 般 wk = mt/2/T(1 + 3k), HT 是 gamma MRM (参看 第 8.5 节 的 (21) 和 
(22)), Vol(M) 是 &- 流 形 M 的 大 维 体积 (例如 , 4k = 2 时 是 曲面 面积 ). 符 
号 ~ 的 精确 含义 是 (4) 式 左 边 和 右边 之 比 当 q 一 co 时 趋 于 1. [Hermann Weyl 
(1885—1955) 是 德国 数学 物理 学 家 , 他 对 相对 论 , 量子 力学 和 纯 数 学 做 出 了 意义 
深远 的 贡献 .] Weyl 公式 的 证 明 见 [Chavel, 第 六 章 和 第 七 章 ]. 口 


例 2 就 M 是 由 区 间 (0, L] 组 成 的 1- 流 形 直接 证 明 Weyl 公式 的 有 效 性 . 
考虑 所 有 可 能 的 B.C.(2). 


解 如 果 M 是 区 间 [0, L), B.C. 由 w(0) = 0 和 w(L) = 0 给 出 , 则 我 们 有 
= fy 具 特征 值 = (CET) 的 特征 函数 sin (C+D), Ferh q = 0,1,2,- 
pe k =1 和 Vol(M) = L, 所 以 


ela) a 


类 似 地 , 对 B.C. w(0) = 0, w(L) = 0, 我 们 有 ào = 0 和 Ay = (至 )2?， 而 对 
w’(0) =0, u(L) =0, 有 Ag = ((q + })1/L). FE, Weyl 公式 (4) 在 所 有 这 些 情 
形 是 有 效 的 . 口 


我 们 可 用 下 面 方式 定义 R" 中 紧 臻 上- 流 形 上 连续 函数 的 积分 . 当 上 =n 时 ， 
M 的 内 点 是 Rn 的 开 子 集 日 边界 是 一 光滑 (n - 1)- 流 形 . 积分 用 通常 的 方式 定 
X, 但 引入 和 矩形 剖 分 构成 Riemann ABI, 然后 令 网 状 的 范 数 趋 于 零 . k <n 时 ， 
我 们 用 下 面 的 做 法 . 对 每 个 e > 0, 令 Rn 中 的 集合 Me 是 由 Re 中 所 有 这 样 的 
点 组 成 , 它们 能 与 M 用 一 长 度 < e AAS M 垂直 相 接 触 的 线段 相连 . 对 足够 小 
He, Me 的 每 点 由 唯一 的 最 短线 段 (长 度 不 超过 e) 与 M 相连 . 令 f 是 M 上 
的 连续 函数 , 并 通过 在 这 些 最 短线 段 上 令 fe 是 常 值 把 f 延 拓 到 定义 在 Me 上 的 
连续 函数 fe S IJE fe E Me 上 的 积分 , Me 是 “好 的 ”n ERARE. M IK 
MT e A lim。_,o+ I = 0, 因为 I, 几乎 是 与 正规 的 (n-k) 维 半径 为 e 的 圆 盘 
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的 体积 wn-rle) = EnO + ah) 成 比例 . 定义 


一 0+ WwWn 


f f(P)dM(P) = lim mn; (5) 
M < k(6) 


虽然 (5) 在 左边 定义 了 整个 表示 式 , 然而 我 们 可 把 符号 “4qM(P)” 视 为 M 的 “ 体 
积 元 素 "( 例 如 , 对 单位 球面 , 4M (yp, 6) = sin pdydé). 


定义 ”对 定义 在 R” 中 的 紧 致 上 ~- 流 形 M 上 的 两 个 连续 复 值 函数 和 g, 定 
义 内 积 


(f,9) = i f(P)g(P)4M(P). (6) 


定理 2 ( 紧 致 上 流 形 上 的 Green AR) 4 f 和 g BR 中 紧 致 HEL 
的 实 值 C? 函数 . 则 
(Amf,9) — (f, Am9) = / (Q) f(Q) — F(Q)8,9(Q)dOM(Q), (7) 


g 
ðM 


其 中 右边 当 6M 是 空 集 时 定义 为 零 . 


注 记 我 们 略 去 证 明 , 这 个 证 明 典 型 地 用 到 许多 技术 性 的 方法 来 完成 的 ( 参 
看 [Abraham，Marsden 和 Ratiu; 第 七 章 ]), 但 (在 最 后 的 分 析 中 ) 它 转 化 到 微 
积分 的 基本 定理 , 就 如 一 维 的 情形 .作为 一 个 相对 简单 的 证 明 , 可 先 建立 Rn 
中 n- 流 形 的 Gauss WEM, 这 可 用 本 质 上 跟 高 等 微 积分 书籍 中 同样 的 方法 
达到 . 其 次 , Mk < n, 可 把 这 个 结果 应 用 到 上 述 的 Me 上 得 到 M 上 的 Gauss 
散 度 定理 . 则 M 上 的 Green 公式 易 由 M 上 的 Gauss 散 度 定理 得 到 (BAY 
题 10). 口 

注意 到 如 果 fA g 满足 B.C.(2), W (7) 的 右边 为 零 , 由 此 得 , 具 不 同 特征 值 ， 
比如 A: 和 Xi) 的 特征 值 问题 的 两 个 实 值 解 w 和 wj; 必 是 正 交 的 ( 即 , (ui, wj》 = 0). 
甚至 在 一 个 维 数 是 d 的 特征 空间 之 内 , 我 们 可 找 出 a 个 两 两 正 交 且 具 单位 长 度 
的 函数 . 由 此 , 存在 问题 (3) 的 实 值 Cee 函数 列 wo, wi, wu2,… , 使 得 


Amuo = — ouo, Au 一 一 入 111， Amu? = 一 和 212， 人 (8) 
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其 中 oe 
(uj, uj) = i se i 
虽然 我 们 已 经 取 这 些 u, 为 实 值 的 , 但 在 有 些 情况 中 考虑 复 值 特征 函数 是 方 
便 的 (例如 , 第 8.4 节 的 球 调和 Sm(w,9)). 为 了 处 理 这 种 情形 , 所 有 我 们 考虑 
的 都 能 做 平凡 的 修改 . 


定义 令 /是 M 上 的 函数 , 使 得 对 (8) 中 所 有 函数 us( q = 0,1,2,…) 积 
ANS, ua) 存在 . 则 /的 特征 函数 展开 ( P < M) 是 表示 式 


E f(P)= > cquq(P), 其 中 Ce = luqli? (S, Uq) = (f, uq), (9) 


q=0 


Hid 本 质 上 , 所 有 Fourier BR (不 理会 角 点 问题 ), 以 及 球面 上 的 Laplace 
级 数 和 圆 盘 上 完全 Fourier-Bessel 级 数 都 是 (9) 的 特殊 情形 . 虽然 下 面 的 结 
果 很 少 用 这 里 给 出 的 形式 叙述 , 但 它 通 过 简单 修改 在 [Palais] 中 已 知 的 结果 得 
到 . 口 


定理 3 (特征 函数 展开 的 一 致 收敛 性 ) + M 是 一 紧 致 &-- 流 形 , > f 是 满足 
B.C.(2) 的 Cm 函数 , 其 中 m > k/2. 令 wo,u1,u2,… 是 由 (8) 给 出 的 特征 函 
数列 . WE f 在 下 述 意 义 下 在 M 上 一 致 收敛 到 f 


nim (max ISN(P) — f(P)I) = 0， (10) 


其 中 SN(P) È E f(P) 的 N 项 部 分 和 |. 


流 形 上 标准 的 初 边 值 问题 


在 定理 4 和 定理 5 中 ,当初 始 条 件 中 的 函数 是 (8) 中 的 特征 函数 uo, wi 
uz: 的 有 限 线性 组 合 时 , 这 样 的 函数 (由 定义 ) 满足 B.C., 我 们 给 出 紧 致 - 流 
形 M 上 标准 热 问 题 和 波 问 题 的 解 . 换言之 , 我 们 假设 初始 数据 在 实验 误差 之 内 
由 这 样 的 和 来 近似 , 根据 定理 3 这 是 合理 的 . 本 质 上 , 作为 特殊 的 情形 , 定理 4 
和 定理 5 包括 了 前 面 所 有 关于 热 问题 和 波 问 题 在 有 界 区 域 (例如 , 有 限 区 间 , 圆 
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盘 , 球面 , 球 和 长 方 体 区 域 , 不 理会 “ 角 点 技术 性 问题 ") 上 的 结果 , 在 这 些 问题 中 
D.E. 和 B.C.(Dirichlet 或 Neumann) 是 齐 次 的 , HIR LC. 中 的 函数 是 乘积 解 
的 空间 部 分 的 有 限 线性 组 合 . 证 明 由 简单 地 把 所 给 的 解 代入 D.E., B.C. 和 IC. 
来 验证 这 些 方 程 满足 .( 记 住 对 所 有 的 g = 0,1,2,…， 人 入 wusg = 一 Aoug. 实际 上 ， 
求解 过 程 的 困难 部 分 是 求 出 显 式 表示 式 或 wwe 和 A, 的 逼近 , 以 及 用 ug 令 人 满 
意 地 来 表示 初始 函数 . 定理 4 和 定理 5 表明 解 是 用 we 和 Xe 来 表示 的 简单 表示 
式 . 


定理 4( 齐 次 热 问题 ) 对 一 紧 致 k- 流 形 M， 


D.E. u=KAmu, FME, t20; 
pc. {u7% FDE 
Qu=0, FN E; 
Q 


LC. u(P,0) = f(P) = J cqtg(P) 


q=0 


Q 
u(P,t) = Dcae “tua(P). 
q=0 


定理 5( 齐 次 波 问题 ) 对 一 紧 致 上 ~ 流 形 M， 


D.E. uz = a2AMu， 于 M 上 ， -w<t<o; 
u=0, FDE, 
B.C. 
en FN E; (13) 
Q Q 
LC. u(P,0) = f(P) =} agu(P), wm(P,0)=g(P)= boue(P) 


q=0 q=0 
的 解 是 
Q 
u(P,t) = >》 (as cos( Aqat) + aie sin(/Agat))ug(P), (14) 
q 


q=0 


其 中 括号 中 的 第 二 项 当 A, = 0 时 理解 为 bat. 
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下 面 两 个 定理 表明 特征 函数 展开 也 产生 非 齐 次 热 方程 和 非 齐 次 波 方程 的 解 ， 
这 些 方程 分 别 出 现 在 有 热源 或 强迫 振动 的 情形 . 证 明 照 样 是 把 所 给 的 解 直接 代 
A D.E.,B.C. ALC. 去 验证 它们 是 满足 的 . 在 每 种 情形 , 通过 假设 解 具 有 形式 
u(P,t) = ES o Ba(t)ug(P), 把 它 代入 D.E. 得 到 关于 By(t)(q = 0,1,2,… ,Q) 的 
常 微 , 然后 求解 这 些 常 微 , 满足 由 LC 隐 含 的 初始 条 件 . 作为 另 一 种 解法 , 可 以 
利用 Duhamel 原理 , 根据 该 原理 可 通过 对 相应 的 一 组 初 值 问题 (参看 第 3.4 节 
和 第 5.3 节 ) 的 解 组 成 连续 倒 加 (BN, 积分 ) 来 构造 解 . 


定理 6 ( 带 源 的 热 问题 ) 对 一 紧 臻 上- 流 形 M, 


D.E. u(P,t) = KAnyu(P,t)+ 9(P,t), FME, t20; 
poe, 1*=% FOL, 

Ou=0, FN E; 
LC. u(P,0) = 


(15) 


Q 
带 热源 yp(Pt) = Jaq (t)ug(P) 


q=0 


的 解 是 u(P,t) = Baar [人 wlP)| 


定理 7 ( 带 源 的 波 问题 ) 对 一 紧 致 Hv M, 


. ut(P,t) = a®Ayu(P, t) + ~(P, t), 于 M ie. —oo<t< 00; 
u=0, FDE 
ee FNE (17) 


u(P,0)=0 um(P,0) =0 


带 源 。 yp(Pt) = Zee 


i 
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Green 函数 


上 述 定理 中 的 解 形式 上 可 重 写成 由 LC. 中 所 给 的 函数 或 D.E. 中 非 齐 次 项 
与 问题 一 确定 的 核 或 Green 函数 的 卷 积 , 它 可 经 由 特征 函数 来 构造 . 在 下 面 的 
例子 中 我 们 来 说 明 这 种 构造 . 

例 3 ( 齐 次 热 问题 的 核 ) 形式 上 求 热 问题 (11) 解 的 积分 公式 . 

解 在 问题 (11) 的 解 (12) 中 , 用 积分 写 出 ca = (f, ua) (F (8) 和 (9)), 然 
后 在 以 下 的 计算 中 交换 求 和 与 积分 的 次 序 


Q Q 
u(P,t) = Y ege"*ug(P) = Y a f(Pug(P)dM(P')e-***tug(P) 


q=0 q=0 


Q 
= f KPE ~N ual Pug P?)) AMP?) (19) 
q=0 
给 定 的 f 形式 隐 含 对 g > Q, f 与 ug EX. 因此 (19) 中 的 Q 可 用 任 一 更 大 的 
有 限 数 替 换 . 简单 地 用 oo 来 替换 是 令 人 感 兴趣 的 , 但 这 不 保证 这 个 和 也 将 是 收 
敛 的 . 的 确 , 该 级 数 当 上 = 0 A P = P 时 是 不 收敛 的 . 可 以 证 明 (参看 [Chavel， 
第 六 章 和 第 七 章 ]), 对 t > 0, 该 级 数 确 实 收敛 到 集合 Rt x M x M 上 三 元 组 
(t,P,P’), t > 0 的 C” RR. 记 该 和 为 : 


H(t, P,P’) = ye-xntus(Pjua(P) 对 RtxMxM 中 的 (t, P, P’) (20) 


q=0 


而 且 , 可 以 证 明 当 初始 温度 f 在 M 上 是 连续 的 且 不 必 是 特征 函数 的 有 限 线性 
组 合 时 , 我 们 有 以 下 t > 0 的 D.E. 和 B.C. 的 解 (参看 [Chavel, 第 六 章 和 第 七 
章 ]): 


u(P,t) = in H(t, P,P’)f(P’)dM(P’), t>0, 


lim, u(P, t) = f(P). 
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注 记 函数 H(t, P,P’) 称 为 热 核 或 M 上 热 方 程 的 基本 解 (对 给 定 的 B.C.). 
H(t, P, P') 的 解释 是 它 表示 由 在 t= 0 时 集中 在 已 处 的 初始 热源 产生 的 在 时 刻 
t Æ 书 处 的 温度 . 在 下 个 例子 后 面 的 注 记 中 , 我 们 将 证 明 A(t, P,P’) 还 出 现在 
非 齐 次 热 方程 的 问题 (15) 的 解 的 积分 公式 中 (参看 (30)). o 

例 4 ( 带 源 的 热 问题 的 Green 函数 ) 用 积分 公式 表示 问题 (15) 的 解 
(16). 

解 解 (16) 可 写成 以 下 形式 


Q t 
u(P, t) = oe | Qq(s)e****dsug(P) 
q=0 0 
t Q 
f (De ug(Pug(P)) dsc) (23) 
取 Q = 00, 形式 定义 
G(t, P;t', P’) = e(t -¢’) > eNet)w (P)ug(P’), (24) 
q=0 
其 中 
1, s2>0, 
gus P <0. vel 


问题 (15) 的 解 (23) 可 写成 


u(P,t) = 人 f ” G(t, P:t'P’)p(P’, t))dt'dM(P’). 口 (26) 


Hid Rt+ xMxR+ 上 的 函数 G 称 为 问题 (15) 的 Green 函数 . 如 果 把 热 
算 子 & - rxAm 作用 到 (26) 的 两 边 , 并 形式 地 在 积分 号 下 求 导 , 得 到 以 下 涉及 
(15) 中 的 源 项 y(P,t) 的 方程 : 


o(P,t) =u —KAyu= is J “(8, — nAM)G(t, P;t', P’)p(P’,t’)dM(P’). (27) 


括号 内 的 表示 式 不 会 是 一 个 通常 的 函数 , 而 是 一 个 “广义 函数 ”或 称 作 在 (fF) 
处 的 Dirac delta “分 布 ”( 参 看 第 7.4 WH (33)), 它 可 不 严格 地 定义 为 具有 以 
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下 性 质 的 广义 函数 6(t, P;t', P’): 
y(P,t) = 1 f ” S(t, P;t', PJe(P tdt dM(P'). (28) 
M J0 


于 是 

(2 —«Am)[G(t, P;t’, P’)| = 6(t, P; t’, P’). (29) 
尽管 我 们 不 对 可 解释 关系 式 (29) 精确 含义 的 分 布 理 论 进行 深究 , 然而 可 以 说 最 
终 (29) 表明 由 (26) 的 右边 所 定义 的 积分 算 子 (y) 是 微分 算 子 & - <Aw TER 
Æ (15) 的 B.C. 和 I.C. 的 充分 光滑 函数 的 集合 上 的 逆 . 直观 上 可 把 G(t, P;t’, P’) 
看 作 由 在 (P t) 处 的 集中 点 源 产生 的 在 (Pt) 处 的 温度 . 回忆 一 下 在 例 3 后 面 
的 注 记 中 关于 H(t, P,P’) 的 解释 , 我 们 应 有 H(t, P,P’) = G(t, P;0, P’), 验证 上 
述 的 定义 , 结果 是 这 样 . 更 一 般 地 , 有 


G(t, P;?, P') = H(t —t, P,P), 


这 表明 由 在 时 刻 # 在 P 处 的 源 产生 的 在 时 刻 t 在 已 处 的 温度 与 “初始 温度 ” 
相同 , 如 果 时 间 是 以 # 作为 起 点 度量 的 话 . 因此 , (30) 可 认为 是 Duhamel 原理 
的 再 形成 . 

对 数值 小 的 上 和 在 内 点 M? = M -8M 中 的 P 和 P', 我 们 期 望 H(t, P, P’) 
HEU RY 的 热 核 . 换 句 话说 , 对 小 的 t, 有 


2 
H(t, P, P’) ~ (47rkt) 一 和 epl -EN P,P’ Æ M° 内 ， (31) 


其 中 M° 中 的 已 和 P 之 间 的 距离 d(P, P) 是 小 量 . 局 部 上 看 ，M9 看 起 来 像 
R*. 因此 (31) 应 该 成 立 , 因为 在 P 处 , 由 邻近 P 处 的 源 所 起 的 作用 , 在 一 个 
短小 时 间 t 之 后 逼近 在 R* 中 的 效用 .如 果 在 关系 式 (20) FS P = P' 并 对 
H(t, PP') RF PEM 上 积分 , 则 利用 正 交 性 (参看 (8)), 得 


J: H(t, P, P')dM (P) = Jen 2 u,(P)?dM(P) 


q=0 
co De 

一 Soe tu, Ug) = ean, (32) 
q=0 q=0 


另 一 方面 , (31) 在 M 上 积分 ( 取 P = P’), 得 


L. H(t, P, P’)dM(P) ~ (4ant)~ Ë Vol(M). (33) 
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比较 (32) 和 (33), 我 们 得 到 


co 
5 e Akt ~ (4rrt -3 Vol(M). 


言 之 , M 的 体积 可 由 Am 的 特征 值 确定 . 实际 上 由 Weyl 公式 (4) 我 们 已 经 
知道 这 个 结果 . 的 确 , 不 难 证 明 (4) 和 (34) 是 等 价 的 , 即 可 从 一 个 直接 推出 另 一 
个 (利用 [Feller, p.466] 中 的 Karamata Tauberi 定理 . 根据 M 的 曲率 或 一 般 的 
形状 , 存在 (34) 的 精细 的 修正 . 的 确 , 对 无 边 紧 致 2- 流 形 ( 即 OM 是 空 集 ) 的 情 
JE, 例如 像 可 能 是 变形 的 球面 , 有 一 些 (比如 h) 个 洞 (例如 , 带 一 个 洞 的 圆 环 )， 
我 们 有 更 精确 的 估计 (参看 {Chavel,p.155]) 


3 一 Agkt Vol( M) 工 一 
e ~ E 
= 47rkt 


Ae ， TVol( AM) 
saa a 


于 是 , 洞 的 个 数 可 由 特征 值 确定 . 由 于 特征 值 可 看 作 振 动 基 本 模式 的 频率 平方 
的 负 值 , 我 们 可 以 说 一 个 振动 的 曲面 的 曲面 面积 和 洞 的 个 数 可 以 “ 听 ” 出 来 ( 参 
看 第 8.2 节 的 习题 2), 假设 我 们 能 听 到 任意 高 的 频率 的 话 . 口 
例 5 (RBA Green 函数 ) 求 波 问题 (17) 的 Green 函数 , 并 利用 它 求 
出 初 值 问题 (13) 的 解 的 积分 公式 . 
解 ” 如同 例 4 中 的 热 问 题 , 我 们 把 解 (18) 写成 


u(P,t) = 大 Í g nee l u (P)u(PO)e(P aM (P’). (36) 


因此 , 由 形式 取 Q = co, 我 们 得 Green 函数 (关于 的 定义 参看 (25)) 


Git, P; t, P’) = e(t = Hy ev ee) SVE N uq(P)ug(P’), (37) 


q=0 人 
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它 (在 分 布 的 意义 下 ) 满足 关系 式 
(ĉu — a?Am)G(t, P,t', P’) = 6(t, P,t', P’), (38) 


于 是 G(t, Pt’, P) 可 认为 由 集中 在 P' 处 在 时 刻 # 的 某 个 干扰 源 产生 的 , 在 P 
处 在 时 刻 t 的 振幅 . 形式 上 人 允许 Q = 00, 具 齐 次 D.E. 的 初 值 问题 (13) 的 解 (16) 
可 写成 以 下 形式 
/ O cos(a/Agt)ug(P’)) f(P’) + © sin(a VY), (P)ug(P’))9(P)]dM(P’) 
M q=0 q=0 a/Xq 
=f (—G(t, P;0, P’) f(P’) + G(t, P;0, P’)g(P’))dM(P’) 
M 
= i] (G(t, P;0, P’)ue(P’,0) — Ge (t, P;0, P’)u(P’,0))dM (P’). (39) 
M 


因此 , 初 值 问 题 (13) 的 解 可 优美 地 用 Green 函数 表示 . 的 确 , Green 函数 (37) 
本 质 上 是 初始 位 置 v( 忆 0) 为 零 初始 速度 分 布 图 可 以 任意 的 波 问 题 的 核 . 于 是 ， 
Green 函数 G(t, P;t', P') 可 解释 为 由 在 P' 处 在 时 刻 t 的 集中 速度 源 产生 的 在 
已 处 在 时 刻 t 的 位 移 . 口 
例 6 (Poisson 核 ) 形式 求 以 下 Poisson 问题 解 的 积分 公式 
D.E. Ayu(P)=h(P), FM E; 
BG u=0, FDE; (40) 
E ð&u=0, FNE. 
fe D.E. 的 两 边 与 u, 取 内 积 , 得 
(h, Ug) = (Amu, ug) = (u, AMug) = —(u, Mug) = —Aq(u, Ug). 
因此 , 要 使 有 解 , 必须 有 
(h,u)=0, 如果 A, = 0. (41) 


实际 上 只 有 在 g = 0 和 wo = BRM A 0 的 情形 A, 才 会 为 零 , 这 出 现在 B.C. 中 的 
D 是 空 集 的 时 候 ( 即 , 或 是 B.C. 是 纯 Neumann 条 件 , 或 是 OM 是 空 集 ; 参看 习 
题 11). 无 论 如 何 , 假设 (41) 满足 的 话 , 我 们 得 到 以 下 形式 解 : 


u(P) = J (u,ug)ta(P) = X -Az (h, ug)ua(P) 


和 Xe 和 0 和 Xe 天 0 
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=f G(P, P')h(P')dM(P'), (42) 
M 
其 中 Poisson 核 G(P, P') 由 下 面 给 出 

G(P, P')= X` -Mua(P)ug(P'). O (43) 


Aqg#O 
例 7 ( 稳 态 热 问题 ) 根据 形式 运算 和 Green 公式 (7) 求 以 下 稳 态 热 问题 的 
假定 性 解 : 
D.E. Ayu=0, FM E£; 
u=f, FDE, 
Bo: bi =9, FN 上. (44) 
解 先 考虑 Ao #0 的 情形 . 根据 (42), 形式 上 有 


h(P) = Am J G(P, P')h(P')dM(P’) = / AmG(P, P’)h(P\dM(P’). (45) 
M M 
当 h(P) 是 问题 (44) 的 一 个 解 (假设 存在 )wu 时 , 我 们 应 用 (45) 
iP) = f AmG(P, P’)u(P’) — G(P, P')Amu(P’)dM(P') 
M 


- | ,OG(P, Qu(Q) ~ G(P, Q),0(Q)d0M(Q), (46) 
或 根据 B.C., 
u(P) = f a.G(P, Q)f(Q) - G(P,Q)9(Q)daM(Q). (47) 
OM 


因此 , 在 Ao # 0 (BI DD 是非 空 的 ) 的 情形 , (47) 提供 了 (44) 的 假定 性 解 的 一 个 积 
分 公式 . 特别 , 如 果 D = 9M BOM 是 非 空 的 , 我 们 注意 到 OG(P,Q) 充当 了 
M 上 Dirichlet 问题 的 假定 性 Poisson 核 . 经 一 些 努力 (参看 [Cordes, p.82]), 可 
以 证 明 G(P, P) 在 M x M 上 除了 “对 角 线 ”"P = P’ 是 Cee PRR. 而 且 由 (47) 
定义 的 函数 u 在 内 点 M? 上 是 调和 的 ( 即 在 M? 上 Amu = 0), 且 如 果 给 定 的 边 
RRR f 是 连续 的 话 , 则 在 边界 上 u 可 连续 地 延 拓 到 f. 现在 我 们 来 考虑 D 是 
空 集 的 情形 . 如 果 OM 也 是 空 集 , 则 没有 边界 条 件 要 满足 且 任 意 常 值 函 数 将 满 
足 问题 (44)( 参 看 习题 14). WR D 是 空 集 而 OM 不 是 空 集 , 则 (44) 是 M 上 的 
纯 Neumann 问题 , 为 了 解 存 在 , 有 一 个 相 容 性 条 件 必 须 成 立 . 的 确 , 利用 Green 
公式 , 我 们 有 相 容 性 条 件 (参看 第 6.1~6.7 节 ): 


0= J lômu — uAmldM = f 10,u — ud, 1d0M 
M aM 
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-f anudgM = | gdðM, (48) 
ðM ðM 


即 , 从 物理 上 看 , 为 使 稳 态 温度 分 布 存在 , 在 边界 上 净 指 定 温度 流 必 等 于 零 . 现 
假设 u 是 (44) 的 解 . 则 从 u 减 去 平均 a = Vol(M)-! fy udM, 我 们 得 到 满足 
(48) 的 函数 ， 一 云 即 (u — āū, uo) = 0). 从 而 对 f = u — a MJH (47), 得 


u(P) — a= f ,~G(P, Q)a(Q)a0M (Q). (49) 


显然 , 一 个 Neumann 问题 的 任意 解 加 上 一 个 常数 得 到 另 一 个 解 , 由 此 我 们 有 下 
面 的 纯 Neumann 问题 的 形式 通 解 


u(P) = J _ -O(P,Q)I(Q)d3M(Q) + c, (50) 


其 中 c 是 任意 常数 , 只 要 相 容 性 条 件 (48) 满足 . 口 


概要 8.6 


1. 流 形 : 虽然 给 出 了 流 形 的 严格 定义 , 然而 直观 说 来 R” 中 一 &- 流 形 (k < 
n) 是 R” 的 一 个 光滑 k 维 子 集 , 设 为 M, 它 可 以 有 一 光滑 一 1 维 边界 OM. 


2. Laplace BF Ay: 定义 在 R” 中 的 一 k- 流 形 M 上 的 函数 是 C? 的 , 如 
RERA (M 的 ) 法 线 方向 常 值 延 拓 成 定义 在 (Rn 的 ) 一 -个 开 子 集 4 上 的 
C? 函数 f, A 本 质 上 是 把 MAIR” 使 其 成 为 一 个 n 维 的 物体 . 则 M 上 C A 
数 f HY Laplace 算 子 Ay 由 以 下 定义 : 对 M 中 所 有 的 点 P, Amf(P) = Af(P), 
BP A = 62, 十 … 二 282. 是 Rn 的 Laplace BF. 则 我 们 可 考虑 M 上 标准 热 方 
FB (up = kAmu) 和 标准 波 方程 (un = a? Ayu), 满足 初始 条 件 和 某 种 标准 边界 
条 件 , 比如 

ð&u=0, FN E, 81) 
其 中 Buw Æ u 在 OM 上 的 点 的 外 法 向 导数 , N 是 9M 与 Rn 的 某 个 开 子 集 的 
交集 , D=OM—N, 是 OM 中 但 不 是 N 中 的 点 的 集合 . 


B.C ay. FDE 


3. Am 的 特征 函数 和 特征 值 : 在 求解 R* 中 流 形 M 上 的 热 问题 和 波 问 
题 中 头等 重要 的 是 确定 Am 满足 B.C.(S1) 的 特征 函数 . 我 们 限于 紧 致 M( BD, 
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M 是 R” 中 的 闭 有 界 子 集 ). 在 这 种 情形 , 存在 Am 满足 B.C.(S1) 的 实 值 特征 
函数 列 uo, ur, wu2,…，, 以 及 相应 的 特征 值 0 < Ao < 和 1 < M2 < …, 满足 


AMuo =—Aoto, Amt = -Mu Amu2 = —Az2U2, 
其 中 | (S2) 
0, ) j, . * 
(wos) =| iZi j= 01,2 
1; t=); 


这 里 (f,9) = fy FIAM 表示 M 上 函数 的 内 积 . 其 中 每 个 特征 值 重复 的 次 数 等 
于 它 的 特征 空间 的 维 数 ， 具有 不 同 的 特征 值 的 特征 函数 是 正 交 的 事实 是 Green 
公式 : 


(Auf,g9) — (f, Omg) = f ,9(Q)8,f(Q) - T(Q)aue(Q)dgM(O) 
的 直接 推论 . 


4. 特征 函数 展开 : $ f 是 M 上 的 函数 , 使 得 对 (S2) 中 所 有 的 函数 uo( 9 = 
0,1,2,…), 积分 (S, ua) 存在. 则 


P)= >》 coue(P)， 其 中 cq = jual’ (f, ug) = (f, ua). (S3) 
q=0 f 


如 果 f 是 C™, m> k/2 (其 中 大 是 M 的 维 数 ), 并 且 满 足 B.C.(S1), W E f — 
致 收敛 到 f( 参看 定理 3). 


5. 流 形 上 的 热 问 题 和 波 问 题 : 当初 始 函 数 是 有 限 特 征 函数 展开 的 实用 情形 
时 , 比如 在 实验 误差 之 内 展开 时 (参看 定理 4 和 定理 5), 给 出 了 一 紧 致 eR 
M 上 具 B.C.(S1) 的 热 方程 和 波 方程 的 初 值 问题 的 解 . 当 源 项 是 具 依 赖 时 间 系 
数 的 有 限 特 征 函 数 时 , 定理 6 和 定理 7 提供 了 对 具 B.C.(S1) 的 非 齐 次 热 方程 和 
波 方程 的 解 . 


6. Green BW: H B.C.(S1) 的 非 齐 次 热 方程 , 波 方程 和 Poisson 方程 的 解 
可 用 积分 公式 表示 , 其 中 非 齐 次 项 与 所 给 问题 的 Green 函数 卷 积 . 在 每 种 情形 ， 
Green 函数 都 是 由 (S2) 中 的 特征 函数 ug 和 特征 值 A, 构造 . 详情 见 例 3 至 例 7. 
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7. Wely 公式 : 对 大 的 g, 一 紧 致 和 连通 的 kU ASHE A, 的 性 质 受到 
维 数 k 和 它 的 上 维 体积 [Vol(M)] 的 影响 . 这 由 以 下 公式 是 明显 的 


t 
IA. ‘gee q = 
Weyl 公式 : Ag ~ 40 (hun) ， 0 一 oo， (S4) 
或 等 价 地 
dient n (4mrkt) $Vol(M), t— OF. (S5) 
q=0 


公式 (S5) 的 细 化 表明 R” 中 的 k-WE SAULT (或 “拓扑 ”") 性 质 也 可 由 对 
大 的 q 的 特征 值 A。 的 行为 来 确定 . 例如 , 一 无 边 紧 致 曲面 (2- 流 形 ) 的 洞 的 个 
” 数 h 由 以 下 确定 


co co 
= Vol(M) 1-h . Vol(M) = 
KAgt = a Aat]. 
2 R AnkKt + 3 或 h=1+3 Bar [ Ant pz, f ] 


练习 8.6 
1. 通过 证 明 例 1 中 的 映射 F, 对 C 中 每 点 PB 中 某 个 点 P 的 F(P’), B G(F(P')) = 
P’, 现 来 证 明 F 是 集合 BAC 之 间 的 微分 同 胚 . 
2. (a) 设 f(z,y) 是 对 zy- 平 面 上 所 有 的 (z,y) 有 定义 的 Ce 函数 . 求 RS 到 R? 上 的 微 
AERE, 使 得 zy- 平 面 映 到 f(z, y) 的 图 像 上 . 
(b) (a) 中 的 微分 同 胚 如 何 用 来 证 明 f(z,y) 在 区 域 x- y > 0 上 的 图 像 是 R3 中 的 边 
界 是 由 形 如 (z,z, f(z,z)) 的 点 组 成 的 2- 流 形 . 
提示 需要 通过 空间 的 旋转 来 修改 (a) 中 的 微分 同 胚 . 
3. 证 明 圆 周 z? +y = 1 是 R? 中 的 无 边 1- 流 形 . 
4. 证 明正 方形 |z| + |y| = 1 不 是 R? 中 的 (光滑 )1- 流 形 . 
提示 证 明 经 微分 同 胚 一 条 线段 不 可 能 映 成 一 “ 角 点 ”. 
5. 验证 Weyl 公式 在 以 下 情形 的 有 效 性 
(a) 半径 为 r 的 圆周 (b) 半径 为 p 的 球面 (c) Lx M iB. 
提示 ”关键 是 回忆 起 每 个 特征 值 重 复 的 次 数 等 于 相应 的 特征 空间 的 维 数 . 
6. 通过 直接 代入 验证 定理 4 和 定理 5 中 的 函数 u 确实 满足 D.E., B.C. 和 LC.. 
7。 对 定理 6 和 定理 7 做 习题 6. 
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8. 对 具 带 边界 OM 的 紧 致 流 形 , 把 下 面 问题 转化 成 具 齐 次 B.C. 问题 . 


D.E. u=«rAvmu, FME, t>0; 
B.C. u(Q,t) = f(Q,t), XƏM 上 所 有 的 @, t> 0; 
I.C. u(P,0) =0, 对 OM 上 所 有 的 P. 


相应 的 “ 齐 次 问题 ”怎样 可 形式 求解 ? 
提示 ”为 获得 一 个 满足 B.C. 的 特别 函数 , 对 每 个 上 > 0 求解 满足 所 给 B.C. 的 
Dirichlet 问题 的 解 . 


9. 假设 习题 8 中 的 B.C. MM aul, ty = f(Q,t). 在 通过 对 每 个 t 求解 Neumann [Aj 
题 来 找 满足 B.C. 的 函数 会 有 什么 困难 ? 先 通过 对 每 个 t 求解 Poisson D.E. Aw = 
c(t), c(t) = Vol(M)~? fom F(Q, t)}dOM(Q) 这 种 困难 怎样 会 被 克服 ? 

提示 “作为 Green 公式 的 一 个 特殊 情形 , 利用 


f Amw(P)dM(P) = f 8,w(Q)ddM(Q), 
M ƏM 


然后 考虑 关于 w = —w 的 相应 问题 . 


10. R” 中 一 紧 致 k- 流 形 M 上 的 向 量 场 把 M 中 的 每 点 P 赋予 与 M 相 切 的 向 量 V(P). 
令 立 是 V 在 M ER" 中 一 个 开 子 集 A 上 的 延 拓 , 它 是 通过 沿 着 M 的 法 线 平移 
V 获得 . 定义 V Æ P 处 的 散 度 ( 记 作 div(V)) X V 在 P 处 的 散 度 , B, V-V = 
0V1i/0z1 十 … 十 0Vn/9zn( 在 PP 处 ), 其 中 Vi 是 V 第 i 个 分 量 . RR RU M 的 
Gauss 散 度 定理 表明 对 M 上 任意 C 向 量 V, 有 


/ div(V)dM = f V(Q) - n(Q)dðM(Q), 
M ðM 


其 中 n(Q) 是 在 OM 上 的 点 Q 处 的 6M 的 外 法 向 , 且 如 果 OM 是 空 集 , 右 端 定义 为 
零 . 

(a) 证 明 对 M 上 的 C? 函数 f, 有 Amf = div(Vf), 其 中 Vf 是 M 上 的 向 量 场 , 定义 
为 Vf 三 Vf = (fas, fen) FOP f Æ f AER, CE M 的 法 线 上 取 常 值 . (一 般 在 
M 上 Vf 与 Vf 之 间 有 区 别 . 不 过 有 能 力 的 学 生 应 该 证 明 在 M 上 V.Vf= VV.f) 
(b) 对 M 上 的 C? 函数 f A g, 证 明 div(fVg) = fAmg 十 Vf .Vg, 并 推导 JAwg 一 
gAmf = div(fVg — gV f). 

(c) 由 (a) 和 (b) 部 分 以 及 Gauss 散 度 定理 , 推导 Green 公式 (7): 


(Af,g) — (f, Ag) = a 9(Q)O. f(Q) — f(Q)Av9(Q)ddM(Q). 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 
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设 M 是 带 边 或 不 带 边 的 紧 致 kT. 
(a) 利用 习题 (10) 证 明 : 对 任意 C 函数 v 和 任意 C? 函数 w, 有 


f vad =- j Vv- VwdM + f vd, wdðM. 
M M OM 


(b) 利用 (a) 部 分 证 明 Am 满足 标准 B.C.(u = 0 T DC OM EM Qu = 0 F 
N COM 上 (参看 定理 1)) KE An 是 非 负 的 , 且 仅 在 N = OM 的 情形 ( 即 ,B.C. 
是 纯 Neumann 问题 或 OM 是 空 集 )Xo = 0. 
(c) 由 (b) 部 分 得 出 例 6 中 的 Poisson 问题 对 所 有 “好 ”函数 h, 在 D 不 是 空 集 的 情形 
下 (B, 条 件 (41) 则 是 无 意义 的 ) 至 少 是 形式 可 解 的 . 
证 明 热 方程 最 大 值 原 理 的 通常 的 证 明 (参看 第 3.2 节 的 末尾 ) 对 空间 区 域 是 R” 中 的 紧 
臻 上流 形 M 的 情形 时 仍然 是 有 效 的 . 
假设 存在 带 边 BM 的 紧 致 流 形 M 上 的 C? 函数 v, 满足 Amv = 1( 或 更 一 般 地 ， 
Amv > 0), 对 M? 上 的 能 连续 地 延 拓 到 OM 上 的 调和 函数 w( 即 , 在 M 的 内 点 M? 上 
Amu = 0) 证 明 最 大 值 原理 (参看 第 6.4 节 的 定理 1).( 注 意 到 当 9M 不 是 空 集 的 情形 
Pathe) pa v 的 存在 性 由 习题 11 的 (c) 部 分 似乎 是 可 能 的 .) - 

提示 “对 充分 小 的 e > 0, 考虑 在 ut ev 的 最 大 值 点 处 的 Laplace 算式 . 
假设 M 是 无 边 紧 致 上- 流 形 . 利用 Green 公式 证 明 在 M 上 不 存在 C2 PRR v, 使 得 
Amv > 0, 除非 v BBR. 
S M 是 带 边 或 不 带 边 的 紧 致 k- 流 形 . 
(a) 利用 习题 11 的 (a) 部 分 证 明 : 对 定理 4 中 热 问题 (11) 的 任 一 C? 解 uO, VA 


2 u(P,t)?dM(P) < —2« Í l|Vull?’dM. 
dt Jm M 


(b) 利用 (a) 部 分 的 这 个 事实 来 证 明 热 问题 (11) 的 C? 解 的 唯一 性 . 


Wut R” 中 紧 致 流 形 M 上 波 方程 un = a? Anu 的 解 . 考虑 能 量 积 分 (参看 第 5.1 
节 的 (12)) 
H(t) = sf u? + a?||Vull2aM. 
M 


(a) 证 明 
H'(t) = “|/ UAMU+ Vur-VudM = è f div(u:Vu)dM 
M M 


= è f uzVu-nddM 
aM 


中 原 书 遗 漏 了 wu. 一 一 译 者 
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(参看 习题 10 的 (b) 部 分 ). 
(b) 利用 (a) 部 分 证 明 以 下 波 问题 的 唯一 性 定理 : 
D.E. we=a?Amu, FME, 一 co <t< ooi 


B.C. u=0, FDE, 
Ovu=0, FN E; 


I.C. u(P,0)=f(P), u(P,0)=9(P), X} M EWAH) P. 
17. 证 明 最 多 存在 一 个 OC” 函数 H(t, P, P')( 对 t > 0), 使 得 问题 


D.E. w=Amu, 于 ( 紧 致 流 形 )M 上 ; 
Te tia ae 

Ovu=0, FN E; 
LC. u(P,0) = f(P) 


(参看 (15)) 对 每 一 初始 C 温度 f(P) 有 解 
u(P,t)= f HG, P, PP YM(P), 
M 


( 即 , 热 核 是 唯一 的 ). 
提示 “对 固定 的 上 和 P, 为 求 出 H(t, P, P’) 作为 P 的 函数 的 特征 函数 展开 , 令 
18. WR f 是 定义 在 [—-7,7] LH RA C” 的 周期 延 拓 f, 则 


D.E. ut 一 WUzz， —™< adn, t>0; 
B.C. u(—7,t)=u(m,t), uz(—7,t) = uz(m, t); 
I.C. u(x,0) = f(x) 


的 解 (参看 第 7.5 节 ) 由 以 下 给 出 


uad = zg [PM Fy. 
(a) 证 明 (至 少 是 形式 上 ) 


= 1 —(z—z—2mr)? /(4t 
w(t) =f" (E sce P14) F(z) dz. 


m=—co 


(b) 由 (a) 和 习题 17 HES (参看 第 7.2 节 的 习题 20) 


2 1 an 2 
5 e™ t pim(z—z) = D e` (7-z-2m7) /(4t) 
várt 


m= 二 一 00 m=—co 


19. 


20. 


21. 
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利用 练习 6.4 的 习题 11 13, 第 8.5 节 的 例 1 和 (42) 形式 证 明 , 对 re? A re! <1 
和 r’ <1, 


ape — Te Baye I (Bm) SB ere”? 


1 — rr'et@-@) 


1 
一 一 jn ET 
T ret? — re? 


Xf r = (x,y,z) Mr’ = (z ,yz), 本 题 证 明 


D.E. Au=h, p?=2?+y?4+2? <1; 


B.C. u(z,y,z)=0, p=1 (*) 
的 Green 函数 可 写成 以 下 形式 : 
se pa a | Siete 
Om) = ae R= or (+*) 
其 中 p' = | 
(a) 证 明 


OS n ap: 
le — (p’)~-?r'|]_— Ir’ — p~r] 
H% p= 1 Af G(r, r’) = 0. 
提示 验证 (plr — (rl? = Py -2r +1. 
(b) 如 果 (*) 中 的 h 在 空间 上 是 C? 的 , 且 在 某 个 球 外 等 于 零 , 证 明 
u(r) 一 J G(r, r’)h(r’ dz’ dy'dz’ 
p's 


满足 问题 (*). 可 以 利用 (a) 部 分 以 及 为 形式 验证 B.C., 在 积分 号 下 取 极限 p 一 1. 

提示 ”注意 到 如 果 p' < 1, W (**) 中 Gir, r) 的 第 二 项 在 球 p < 1 内 是 r 的 调 
和 函数 , 然而 第 一 项 在 r = r 有 奇异 性 . 因此 , RA G(r,r') 的 第 一 项 对 Au(r) 有 影 
响 . 为 计算 Au(r), 利用 z'y'z -EREEREER 以 r 作为 原点 . 计算 与 第 6.4 节 的 习题 
9 中 所 进行 的 类 似 . 


如 同 在 习题 19 二 维 单位 圆 盘 的 情形 所 做 的 , 用 球 Bessel 函数 和 球面 调和 函数 表示 习题 
(20) 中 的 Green PRR. 
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本 附录 证 明 (关于 两 个 变量 的 未 知 函 数 ) 任意 具 常 系数 二 阶 线 性 偏 微 ( 即 ， 
下 面 的 形式 (1)) 经 变量 变换 可 转化 成 四 个 标准 类 型 之 一 , 即 广义 波 方程 , 或 广义 
Poisson 方程 , 或 广义 热 方程 或 标准 退化 方程 , 分 别 取决 于 原先 偏 微 是 双 曲 的 , 椭 
圆 的 , 抛物 的 或 退化 的 (参看 第 1.3 节 ). 因此 , 分 类 定理 把 对 (1) 的 研究 转化 成 
对 四 种 标准 类 型 的 研究 , 通过 反 转 变量 变换 (2), 相应 的 标准 偏 微 的 解 可 变换 回 
原 偏 微 (1) 的 解 . 我 们 特别 关注 导出 区 分 抛物 情形 和 退化 情形 的 量 , 即 2cd — be 
和 2ae — bd, 因 这 些 量 在 文献 中 通常 不 讨论 . 


分 类 定理 的 证 明 背 后 的 思想 来 源 于 解析 几何 , 在 解析 几何 中 为 了 把 二 次 方 
程 


ax? + bry + cy? + dz + ey = f 


化 成 双 曲线 方程 的 标准 形式 (或 一 对 交 于 一 点 的 直线 ), 椭圆 方程 的 标准 形式 (或 
一 点 或 空 集 ), 抛物 线 方程 的 标准 形式 或 一 对 (可 能 重合 ) 平行 直线 方程 的 标准 
形式 , 我 们 利用 了 坐标 旋转 和 平移 . 证 明 中 的 关键 一 步 是 : 在 坐标 旋转 下 判别 式 
b? — 4ac 是 不 变 的 ( 即 没有 改变 ). 
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定理 1 (分 类 定理 ) 考虑 二 阶 线性 偏 微 


aUee + Wer + Ur, + dUe + eU, + kU = FEr) (a? +0? +c? #0), (1) 


Hp APRA U = U(E,7) 是 C2 的 , a,b,c,d e 和 上 是 给 定 的 实 常数 , FE, T) 
是 给 定 的 连续 函数 . 则 存在 以 下 形式 的 变量 变换 


xz =a + br, 
t= —BE + ar, (2) 
u(z, t) = 2 exp(7E + ôr)U (£, T), 


其 中 a, B,7,6 和 plo 4 0) 都 是 实 常数 , a? + 6? = 1, 使 得 (1) 正好 变换 成 以 
下 形式 之 一 (其 中 A AK 是 实 常数 , A > 0): 

(i) — A?uzs + ue + Ku = f(z,t), (3) 
如 果 b? — 4ac > 0 ( 双 曲 情形 ); 

(ii) A2uzz + ue + Ku = f(z, t), 
如 果 b? — 4ac < 0 (椭圆 情形 ); 

(iii) A2uzz + ut + Ku = f(z, t), 
如 果 b? — 4ac = 0, A 2cd # be BK 2ae + bd (抛物 情形 ); 

(iv) wzz + Ku = f(z, t), 
如 果 b? - 4ac = 0, H 2cd = be Al 2ae = bd (退化 情形 ), 其 中 f(z,t) = 
exp[yé + Or] F(E, 7), € = ax — Bt Ml r = Ba + at. 


证 明 我 们 的 做 法 是 把 (1) 的 左边 用 Urr, Urt, Utt, Uc, Ue M u 来 表示 , K 
后 选择 常数 a,b, y, 和 p, 使 得 左边 变 成 (在 以 explyé + 67] 相 乘 之 后 ) 所 期 望 
的 形式 之 一 . 由 这 种 论证 , 对 给 定 的 方程 (1), 显然 只 有 形式 (3) 一 (6) 的 其 中 一 
种 能 够 达到 . 记 


U(E,T) = pe"u(z, t), 其 中 了 三 一 (7E 十 67). 


则 


Ue = p(e"neu + en(uzxe + utte)) = pe” (aus — Bur — yu), 


和 
Usg = pe ne (aus — But — yu) 
+pe" (a(uzzTe + uztte) — B(Ur2te + Utte) — YurTe + urte)) 
= pe" (Puzz — 2aBurt + Bure — 2oryur + 2Byur + y*u). 
类 似 地 ， 
U, = pe"( Buz + œn — du) 
和 
Ur, = pe" (Buzz + 2aBuct + a7? Utt — 285uz 一 2abui + 8u). 

而 且 ， 


Uer = pe" (aBure + (a? — B? juszt — oBute 一 (ad + By)uz + (86 — ya) ue + dyu). 


把 上 述 表达 式 代 入 (1), 得 


pe (Auzz + Bust + Cure + Duz + Eus + Ku) = F(E,7), (7) 
其 中 
A = aa? + bap + cB, (8) 
B = 2(c— a)aB + b(a? — 8?), (9) 
C = af? — ba + ca?, (10) 
D = —a2ay — b(y8 + ĝa) — e286 + da + ef, (11) 
E = a2ßy + (86 — ay) 一 c2a6 — dB + ea, {12) 
K = a7 + bby + cô? — dy — eô + k. (13) 


利用 假设 a? +8 = 1, 计算 表明 B? - 4AC = (b? — 4ac)(a? + 82?) = (b? — 4ac)( 即 
判别 式 是 不 变 的 ). 可 选 a 和 p, 使 得 B = 0. 的 确 , 因 a + 6? = 1, 故 存在 角度 
9 使 得 a = cosg 和 6 = sin9. 因此 a? — 82 = cos(20) 和 2a8 = sin(20), 为 使 
B = 0, 我 们 只 需 选取 0, 使 得 单位 向 量 (cos(29), sin(20)) 与 向 量 (b,a — c) EX. 
于 是 有 -44C = B? - 44C = b? — 4ac. 考虑 b - 4ac 是 正 的 , 负 的 或 等 于 零 的 
情形 . 
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情形 1 (-4AC = b — 4ac > 0) 这 时 4 和 C 必 不 为 零 且 符号 相反 . 取 
p= C-!. 则 以 en R (21), 得 到 形式 (3) (其 中 A? = -4/C >0MK=K/C), R 
要 能 证 明 可 以 选取 y Al 6, 使 得 D=0 A E=0, 或 换言之 (参看 (11) 和 (12)), 


{ (2aa + bB)Y + (2cB + ba)5 = da + eB 


(2a8 — ba)y + (b — 2ca)ð = dB — ea. (14) 


如 果 系 数 和 矩阵 的 行列 式 不 为 零 我 们 可 从 该 方程 组 解 出 7 和 6. 然而 , 利用 事实 
a? + B? =1, 有 

2aat+bB 2cB+ba| _ 
2aB—ba bB—2ca\ — 


因此 , 在 这 种 情形 可 (唯一 ) 选取 y 和 6, 144 D = E =0: 


b? 一 4ac. (15) 


加 1 da+eß 2cB+ba| be 一 2cd 
Y= Z hac dB—ea b8—2ca| 6? -4ac 
和 (16) 
5= 1 2aa+bB da+eß| bd— 2ae 
要 -4acl2ag-ba dB—ea| 0? —4ac’ 


情形 2 (-4AC =b?—4ac <0) 这 时 4 和 C 同 号 . A b? -— 4ac £0, 故 如 
同 (16) 可 选 常数 y 和 6, E14 D =E =0. R p= 07t, H en 除 (7), 由 此 得 形 
式 (4). 

情形 3 (-44C =b —4ac=0) 这 时 必 有 4=0 或 C = 0. 注意 到 4 和 
C 不 能 同时 为 零 . 的 确 , 根据 方程 (8) 和 (10), 有 0= 4+C= (e+c(o + 8). 
则 由 a = —c, 14 0 = b? — 4ac = b? + 4a? = b? + 2a? + 2c? Ma=b=c=0, X 
与 方程 (1) 是 二 阶 的 假设 矛盾 . 注意 到 如 果 在 公式 (8),(9) 和 (10) 中 以 8 AR 
a 和 以 -a 替换 8, 则 B 变 成 -B( 即 , 如 果 B=0, 则 它 仍 是 0),4 变 成 C 以 及 
C 变 成 4. 因此 , 在 此 时 的 情形 , 如 果 必 要 , 可 改变 a 和 的 值 , 使 得 A AO 和 
C =0, 同时 B = 0. Alb? — 4ac = 0, 故 不 再 保证 方程 组 (14) 可 同时 解 出 7 和 ó, 
使 得 有 D=0 Fl E=0. 然而 , 在 (14) 的 第 一 个 方程 中 , WR 


2aa+bB 关 0 或 2cß+ba #0, (17) 


则 我 们 至 少 可 选 y 和 6 的 值 , 使 得 这 第 一 个 方程 成 立 ( 即 D = 0). 为 证 明 (17) 
成 立 , 我 们 注意 到 如 果 2aa + 66 = 0 和 2cB + ba = 0, 则 得 到 矛盾 4 = 0. 的 确 ， 
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由 (8), 
2A = 2aa2 + 2baf + 2c62 = a(2aa + bp) + B(2c6 + ba). 


因此 , 可 求 得 y 和 5 , 使 得 D = 0. 因 行 列 式 (15) 在 此 时 为 零 , 故 方程 组 (14) 的 
解 (7,6) 存在 当 且 仅 当 (16) 中 的 分 子 都 为 零 , 即 


be =2cd 和 bd = 2ae. (18) 


因此 , 可 以 选取 y 和 6, 使 得 D = E = 0 当 且 仅 当 关系 式 (18) 都 成 立 . 在 这 种 
情形 , 通过 取 p = 4-1 并 以 en 除 (7), 得 到 形式 (6). 如 果 (18) 中 一 个 或 两 个 关 
系 式 不 成 立 , 我 们 仍然 能 选取 y 和 6, 使 得 D = 0. 还 能 保证 A 和 EAS. 的 
确 , 注意 到 如 果 以 -a 替换 a 和 以 -6 替换 p, 则 (12) 表明 E 变 成 -E, 而 根 
据 (8) 4 保持 不 变 (还 注意 到 B,C 和 D 保持 为 0). 则 为 得 到 具 A? = A/E 的 
形式 (5), 取 p= E~. 口 

注 记 如 果 偏 微 (1) 的 系数 允许 是 ¢ 和 r 的 函数 , 则 方程 的 类 型 可 能 变化 . 
例如 , 偏 微 Use — EU, = 0 有 判别 式 b? - 4ac = 4€. 因此 , 该 偏 微 对 E > 0 是 双 
曲 的 , 对 上 < 0 是 椭圆 的 , 以 及 对 上 = 0 是 抛物 的 . 口 
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在 本 书 中 , 为 在 积分 号 下 求 导 是 有 效 的 , 我 们 经 常 提 到 Leibniz KM, AW 
了 交换 多 重 积 分 的 积分 次 序 我 们 不 时 利用 Fubini 定理 (以 意大利 数学 家 Guido 
Fubini(1879 一 1943) 命名 , 他 大 约 在 1910 年 证 明了 该 结果 ). 因 Fubini 定理 在 概 
念 上 似乎 比 Leibniz 法 则 简单 , 故我 们 先 论 及 Fubini 定理 . 为 说 明 交 换 积分 次 
序 时 需要 小 心 , 我 们 考虑 一 些 例子 . 


例 1 + 
x? 一 22 
f(x,y) = | (a? + y?)?’ 如 果 (x, y) # (0,0), ‘6 
0; 如 果 (x,y) = (0,0). 
证 明 
f f f(x, y)dydz # Í f f(x, y)dzdy. (2) 
(2) 的 左边 是 


1 y=1 1 
y — 
j Errai) i arctan(1) = 


然而 , (2) 的 右边 是 


1 -z z=1 1 _1 
| r 
J, aya... [ T an(1) = -7 
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实际 上 , 由 事实 f(y,z) = 一 f(z,y), 我 们 可 得 出 (2) 的 两 边 有 相反 符号 , 所 以 证 


明 一 边 非 零 就 足够 了 . 口 
例 2 f(x,y) = (2zy - z2y2)e-zy. 该 函数 在 整个 zy- 平 面 上 是 Co, 然 
而 我 们 将 证 明 
1 co oo 1 
j if f(a,y)dyde # f f f(z,y)dzay. (3) 
对 z>0, 有 


oo R 
= ii — maio 一 2ZV 2 一 ZV y=R = 
f f(z, y)dy = lim J (2zy 一 zy )e Ydy= lim [xy*e~*¥] o = 0. 


因 f(0,y) = 0, 故 当 z = 0 时 也 得 到 同样 的 结果 . 因此 , (3) 的 左边 是 0. 然而 , (3) 
的 右边 是 


co E. co i 
/ f Cry -2y)e*andy =f. [zye]? dy 
o Jo 0 
—y]y=R 


co 
= =y = li 0 ¥— = 日 
f ye “dy jim [ e ye") 9 =L 


虽然 这 些 例子 表明 一 般 积 分 次 序 会 很 重要 , 然而 Fubini 定理 的 以 下 形式 给 
出 了 不 改变 结果 积分 次 序 可 交换 的 准则 . 这 不 是 Fubini 定理 最 一 般 的 形式 , 但 
对 我 们 的 应 用 是 足够 的 . 


Fubini 定理 $ —oo <a < b < wl —oo < c < d < œ. ® f(x,y) 在 区 
域 <z < b,c <y <d 上 可 能 除去 由 有 限 多 条 线段 的 并 组 成 的 集合 之 外 是 
连续 函数 . 假设 


[ [revidas <% 或 a |f (x, y)|dydr < co. (4) 


f í f e A f | f EATER (5) 


注 记 WA f(x,y) > 0, W (5) 成立, 即使 (4) 不 成 立 . 的 确 , 如 果 f(z, y) 20 
H (4) 不 成 立 , 则 (5) 的 两 边 都 是 +00, 因 |f(z,y)| = f(x,y). 自然 , 因 在 例 1 和 
例 2 中 (5) 不 成 立 , 尽管 (5) 的 两 边 都 是 有 限 的 , 故 必 是 对 在 这 些 例子 中 的 函数 
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了 (z,y) 条 件 (4) 不 满足 的 情形 , 因 这 些 函数 满足 Fubini 定理 的 连续 性 条 件 . 我 们 
把 这 些 例子 中 (4) 不 成 立 的 验证 留 给 有 兴趣 的 读者 . 在 一 些 附加 假设 下 , 在 附录 
3 的 末尾 我 们 将 给 出 部 分 基于 Leibniz 法 则 的 Fubini 定理 的 证 明 . 现在 我 们 提供 
以 下 直观 的 解释 . (5) 的 两 边 应 该 表示 函数 的 图 像 和 zy- 平 面 之 间 的 净 体 积 , 其 
中 当 图 像 在 zy- 平 面 下 面 时 体积 认为 负 的 . 两 边 只 是 表示 体积 元 f(z, y)dady R 
和 的 两 种 方式 . 如 果 在 zy 平面 上 的 总 体积 , 记 作 V+ 是 有 限 的 , 以 及 在 zy 平 
面 下 的 总 体积 , 记 作 V 是 有 限 的 ( 即 , 如 果 积 分 (4) 中 的 任 一 个 是 有 限 .), 则 计 
算 净 体 积 的 两 种 方法 应 该 得 出 相同 的 结果 , 即 V+ -V-( 即 (5) 应 该 成 立 )、 然 
而 , 如 果 V+ 或 V- 都 是 无 穷 的 , WW V+- V- 是 00 — co, 这 是 不 确定 的 (例如 ， 
limz—oo(z +1)=o00 和 limzs_jwo(z — 1) = 00, {E limz_,..[(x + 1) — (x — 1)] = 2, 
而 limz—oo[(x — 1) — (x + 1)] = 一 2). 的 确 , 计算 体积 元 的 一 种 方法 在 求 和 过 程 中 
可 能 从 V+ 提取 比 从 V- 提取 多 , 而 另 一 种 计算 方法 可 能 从 Y- 提取 比 从 V+ 
多 . 上 述 的 例 1 就 发 生 过 这 种 情况 . 口 
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在 叙述 和 证 明 Leibniz 法 则 之 前 , 我 们 先 给 出 一 些 例子 , 说 明 在 积分 号 下 求 
导数 并 不 总 是 得 出 正确 结果 . 
例 1 对 z 的 每 个 正 值 , 有 


® sin(xy) : f R sin(xy) T 
I(x =f ——dy = lim ———dy = ~. 1 
(x) Bs ge Oe = e ee (1) 


的 确 , MA y 到 z = zy 的 变量 变换 表明 T(z) 与 正 数 的 选取 无 关 , 则 当 s= 1 时 
结果 (1) 在 第 七 章 最 后 的 补充 中 已 被 证 明 . 因此 , 有 


d f*sin(ty), mm、 
然而 , 如 果 我 们 在 积分 之 前 先 在 积分 号 下 求 导 , 得 
œ Ə /sin(zy) SE i _ „n sin(aR) 
J oz (=e) dy = l cos(xy)dy = lim — =, (3) 


此 极限 不 存在 . 因 0 存在 , 故 (2) 和 (3) 不 相等 , 即 
au dy [ E (Day (x > 0). 


因此 , 当 在 积分 号 下 求 导数 时 我 们 没 得 到 相同 的 结果 . 的 确 , 我 们 什么 也 没 得 到 . 


口 
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fil 2 令 E 
iate MR zy, 
0, 如 果 T =Y, 


即 , 如 果 z >y, f(z,y)=1; WR r <y, f(z,y) = -1 WẸ z= y, f(x,y) =0. 
f(x,y) 在 区 域 > > y 上 的 图 像 是 水 平 半 平 面 . 因此 , 对 2 > y, felz,y) =0. 类 
似 地 , 对 s< y, fe(z,y) = 0. 当 y=z 时 , fe 不 存在 . 回忆 起 一 个 ( 单 变量 ) PB 
数 在 有 限 点 重新 定义 或 无 定义 , 它 的 定 积分 经 这 种 变化 不 受 影响 . 特别 , 对 任意 
固定 的 z, 变量 y 的 函数 fala, y), 除去 没有 定义 的 一 个 点 ( 即 在 r) 之 外 等 于 零 ， 
从 而 它 关 于 y 在 任意 区 间 上 的 积分 等 于 零 . 于 是 , 必 旭 f(z,y)dy = 0. 另 一 方 
面 ， 
1 I 1 
if Steady =| idy + f Dyes ee 
因此 ， 
wy f fedy=240= | Živa. 


于 是 , 我 们 不 能 在 积分 号 下 求 导数 而 保持 结果 不 变 . o 
例 3 令 f(x,y) = 至 ez/ (y >0) 和 f(z,0)=0. 则 


1 1 
d 
h(x) = dy = lim —(e*/")dy = ze". 
(x) TE im, f zg" )dy = ze 


因此 ， 
h'(x)=(1—a)e™* 和 WW(0)=1. 
然而 ， 
ð 2z _ a? ae 
从 而 


(= J rovas) = h'(0)=140= [ SE (0, y)dy. u 


虽然 上 述 例子 表明 积分 号 下 求 导 一 般 是 不 正确 的 , 但 Leibniz 法 则 提供 了 一 
个 准则 , 在 该 准则 下 这 种 运算 是 允许 的 . 我 们 的 证 明 依靠 以 下 关于 Riemann 积 
分 的 控制 收敛 定理 的 初等 形式 .该 定理 给 出 了 可 在 积分 号 下 取 极 限 的 准则 . 证 
HAH (Lewin, 1986, 1988] 得 到 启发 . 
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控制 收敛 定理 $ f(x) 和 f(z) (n = 1,2,3,---) 是 定义 在 某 个 非 空 实数 区 
fal 7 上 分 段 连续 函数 (I 可 以 是 开 的 或 闭 的 , 有 限 的 或 无 穷 的 )， 假 设 对 I 
中 的 每 个 zs，f(z) = limo fn(x). 假设 存在 分 段 连续 函数 g(x) > 0, 使 得 
|fn(z)| < g(x), 且 g(x) 在 工 上 的 积分 , 记 作 fg(z)dz, EARKI. (PRR 
fala) FART ARPA g(x) 控制 .) 则 


dim, f flo)ar = fim, fa(z)ae rod (4) 


证 明 注意 到 


| f todz- /year 


因此 , 为 证 (4) 只 需 证 明 通过 取 n 充分 大 , (5) 的 右边 可 任意 小 . 现 由 (5) 我 们 
只 需 对 f > 0 和 f = 0 的 情形 来 证 明 本 定理 是 真 的 ( 即 以 |f(zx) - f(z)| FR 
fn, 以 2g(z) 替换 g(z)). 自 此 我 们 假设 f(z) > 0 和 f = 0. 令 工 是 任意 正 实数 ， 
令 J 是 了 中 满足 |z| > LA z 的 集合 . 因 fg(z)dz < 00, 故 通过 取 工 足够 大 ， 
可 使 万 g(z)dz 任意 小 . 而 且 由 于 0 < fale) < g(x), 故 通过 取 工 足够 大 , 也 可 使 
万 户 (z)dz 任意 小 (同时 对 所 有 的 n). © K 是 了 中 不 属于 J 中 的 点 的 集合 . A 
此 , K 是 包含 在 [-L, L] 内 的 有 限 区 间 . 剩 下 来 要 证 明 limp oo fg fn(z)dz = 0. 

定义 在 K 上 的 阶梯 函数 在 K 中 有 限 多 个 子 区 间 的 每 个 子 区 间 上 都 是 常数 ， 
且 在 K 中 其 他 处 为 零 . 因 在 闭 区 间 上 分 段 连续 函数 是 Riemann 可 积 的 , 故 知 
Sic fn(z)dz 可 由 下 和 任意 逼近 . 换言之 , 存在 阶梯 函数 sn(z), 使 得 对 K 中 所 有 
的 T, 有 0< sn(Z) < fn(z), 且 


< Ja(e) — f(z)ldz. (5) 


1 
0< f iedz < [odt 
因此 , 内需 证 明 limn_,o Jsn(z)dz = 0. 令 G(x) 是 定义 在 K 上 的 阶梯 函 
数 , 使 得 对 天 中 所 有 的 z, A G(x) > g(z), E f, G(z)dz < fi g(xz)dz +1 < oo. 
对 任意 固定 的 e > 0, 令 


En={xeK: sn(z)>eG(z)} 和 四 ={zeE 天 :sn(z) 和 ecG(z)}. 


附录 3 Leibniz 法 则 + 609 - 


因 sn 和 G 都 是 阶梯 函数 , 故 En AT, 是 有 限 多 个 区 间 的 并 . 则 
RA -人 sodz f sn(T)dr < | slzjdr+ | €G(x)dz 


n Tn 


< 人 Gwarte(f tajdas +1), 


其 中 我 们 利用 了 对 En 中 的 2, 有 sn(z) < fala) < g(z) < Cle). 因此 ， 
[dr < En) + ¢ ( 下 ola)de + 1) (6) 


其 中 (4) = f1 G(z)dz，A 是 kK 中 由 有 限 多 个 子 区 间 的 并 组 成 的 任意 子 集 . 称 
这 样 的 子 集 4 为 基本 的 . 因 e 是 任意 的 , 故 只 需 证 明 lim。.。 u(En) = 0. 


S R= U Em = {£ E K : sm(2) > eG(z) 至 少 有 一 个 mm > mn (7) 
注意 到 F DP, D2 Fa D> …( 即 集合 F, Bi n im Ka”). 不 存在 属于 所 有 集 
合 Fr, n=1,2,3,- 的 点 , 因为 f(z) 收敛 到 0 上 且 在 天 上 f(z) > sn(z)( 即 使 对 
某 个 x, eG(z) = 0, 我 们 仍然 有 0 < sn(z) < fn(z) < g(x) < G(x) = 0, 即 对 所 有 
的 n, 有 sn(z) = 0, 因此 £ 不 属于 集合 Fn.) 回忆 到 我 们 想 证 明 lim。,。 (En) = 
0. 假设 不 对 , 则 存在 常数 c, 使 得 对 无 穷 多 个 n 有 ulna) > c > 0， 对 每 个 
n 二 1,2,3,…, 令 Hn Æ Fn WE, 使 得 H, 由 有 限 多 个 闭 区 间 组 成 , AXt F, 
中 每 个 基本 子 集 4, 有 

u(Hn) > p(A) — 27”. (8) 


注意 到 (A) < w(K) < 00, 所 以 H, 存在 . 令 


Zn = (| Hm = WN HaNn-+-N Hn. 
则 Zn 构成 一 个 收缩 的 闭 有 界 集 列 , 且 如 果 它 们 都 不 是 空 集 的话 必 存在 交集 中 
的 点 .( 对 每 个 n, 从 Za 中 选 一 点 pa, 并 注意 到 由 附录 4 的 Bolzano-Weierstrass 
定理 , p 有 收敛 到 属于 每 个 闭 有 界 集 Za 的 一 个 点 的 子 列 .) 然而 , 不 存在 点 属 
于 每 个 Zn, A Zn C Hn C F 以 及 Fy, 没有 公共 点 . 因此 , SE no, Zn, WE 
空 集 , 于 是 对 所 有 n > no, Zn 是 空 集 . Ri, Xt n>n MO<i<n, BER 
的 子 集 , HiU En 是 F 的 由 有 限 多 个 区 间 组 成 的 子 集 . 由 (8), 有 


H(Hi) > p(En UHi)—c2 = (En — Hi) + nu(Hi) — c2-* 
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BY J(En — Hi) < c2~*. 则 对 n> no, A 


u(En) = u(En— Zn) < p(En—H1)+---+u(En— Hn) < (271 4+-+-+2-7e < c. (9) 


M (9) 与 我 们 以 下 的 假设 矛盾 : 对 无 穷 多 个 n, w(En) > c. 因此 ， 假 设 
limnooH(En) # 0 是 错误 的 , 从 而 lim, u(En) = 0 为 真 ， 于 是 由 (6), 通 
过 先 取 e 很 小 , 然后 取 n 足够 大 , 可 使 fe sn"(z)dz 如 期 望 的 那样 小 . o 


在 许多 情形 , 以 下 控制 收敛 定理 的 “连续 ”形式 是 方便 的 , 它 相 当 容 易 从 上 
述 “ 离 散 ” 形 式 得 到 . 


推论 (控制 收敛 定理 一 一 连续 形式 ) 对 包含 ho 的 某 个 区 间 H 内 的 每 个 实 
数 h, 令 F(z,h) 是 定义 在 某 个 非 空 实数 区 间 I( 可 能 是 开 的 或 闭 的 , 有 限 的 
或 无 穷 的 ) 上 z 的 分 段 连续 函数 . 假设 f(x) = limah F(z,h) 是 I EER 
连续 的 . 假设 存在 分 段 连续 函数 g(x) > 0, 使 得 对 所 有 的 cel Mhe H, 
A\F(x,h)| < g(z), AR g(a) 在 工 上 的 积分 是 有 限 的 , 该 积分 记 为 f, g(z)dz. 
则 


im I FG Nae | ,lim F(z,h)dz = f fla)de. (4) 


证 明 $ hi,ho,… Æ H 中 任意 点 列 , 使 得 lim hn = ho. S fala) = 
F(x, hn). Al f(x) 和 f(z) 满足 控制 收敛 定理 的 假设 以 及 数列 hi, ho,- 可 任 
意 接近 ho, KA 


Jim J F(z,h)dz = lim | ides / fla)de = f im Plz,h)dz. o 
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定理 (Leibniz 法 则 ) $ R Æ zt 平面 中 的 区 域 -co 入 c < z <d < +o, 
00 <a<t<bxg+oo. 令 f(z,t) 是 定义 在 R 上 的 连续 函数 , 使 得 felz, t) 
TER 上 也 是 连续 的 . 并 假设 对 (a,b) ART t, [7 |f(a,t)|de < 00. 假设 存在 
分 段 连续 函数 g(x), 使 得 对 R 中 所 有 的 (x,t), 


d 
[fe(z,t)| < g(x) 和 f g(z)dz < oo (10) 


则 


4 fs t)dz = [ È F(a, thde (a<t<b). (11) 


如 果 Ald 是 有 限 的 , 且 f(x, t) 和 fi(z,t) 在 区 域 c<<z<d 和 a<t<b( 包 
括 端点 z=c 和 z = d) 上 连续 , 则 不 需要 (10) 就 可 得 到 (11). 


证 明 由 导数 的 定义 , 得 


d d d 
al f(a, öd = lim = (/ fle,t+ haz — | fete) 


. 4 f(a,t +h) — f(z,t) 
ay gen 


下 面 证 明 在 积分 号 下 求 导数 是 正当 的 . 利用 微 积分 的 基本 定理 及 假设 f(r, t)| < 
g(x), 有 


t+h 
< f Ifi(z, s)lds| < g(x)|hI 


t+h 
if(e,t +h) — f(a, t)| = | j Feb 
或 


| < g(x). 


因此 , 可 利用 (4')( 参 看 上 述 的 推论 ), 得 
a d 
$ [heide = jim [ Lett N= 1) 4g 


d 
= lim f LtD SED f 2 f(a, de. 


h—0 


现在 来 证 明 本 定理 的 最 后 断言 . 对 任意 te (a,b), Ha 和 6, 使 得 a<axt< 
6 < b. MR c 和 d HARM, A f(z,t) 在 闭 矩形 区 域 cg z < d,a<ax 
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t < B <b 上 连续 , MITT BERRA g(x) ((10) 中 要 求 的 , 但 现在 te (a, 8)) 为 等 于 
(fela, t)| 在 该 闭 矩 形 区 域 上 的 最 大 值 的 常 值 函数 . 在 附录 4 中 独立 地 证 明了 该 
最 大 值 的 存在 性 , 在 附录 4 证 明了 在 闭 矩 形 上 的 连续 函数 (例如 , f) 有 最 大 值 . 
令 最 大 值 为 M, 我 们 有 [*g(z)dz = M(d—c) < co. 因此 , 在 该 情形 假设 (10) W 
E, 于 是 本 定理 最 后 断言 得 证 . 口 

注 记 (推广 ) Leibniz 法 则 的 更 一 般 形式 表明 , 如 果 f(z,t) 满足 上 面 定 理 中 
的 假设 ，c(t) 和 d(t) 是 C1 PAR, 对 a <t <b we c< celt) A dit) < ad, W 


E fou t)dx = f(d(t), t)a'(t) — f(c(t), t) (t) fon tdz. (12) 
Ts T, = ’ = FACE), + ’ ` 
dt Jet) S c(t) ae 


该 结果 的 证 明 过 程 如 同 第 3.4 节 中 定理 1(Duhamel 原理 ) 前 的 引 理 的 证 明 . 换 
AZ, 考虑 函数 H(w, z,t) = f f(z,t)dz, 则 由 链 法 则 
号 (H(etb,dt)， t)) = Huc’ (t) + Hzd'(t) + Hi, 

微 积分 基本 定理 和 Leibniz 法 则 立刻 得 (12). 我 们 还 提 及 控制 收敛 定理 和 Leibniz 
法 则 可 以 没有 更 多 困难 地 推广 到 多 重 积 分 的 情形 . 而 且 , 当 f(z,t) 是 t 的 连续 
函数 , 但 关于 zx 仅 是 分 段 连续 , A f(z,t) 关于 t 是 分 段 连 续 时 , 上述 Leibniz 法 
则 的 证 明 仍 然 有 效 ， 作 为 一 个 推论 , 易 证 以 下 有 关 函 数 无 穷 级 数 逐 项 求 导 的 有 
用 结果 . 口 


定理 (级 数 的 逐 项 求 导 ) + filt), folt),--- 是 定义 在 (c,d) 上 C1 函数 列 , 其 
中 -co 和 c <d < oo. 假设 存在 常数 Mn, 使 得 FLE] < Mn 和 > Mn < 
oo. 如 果 级 数 T°, f(t) 对 (c,d) 中 每 个 t 是 收敛 的 , 则 


4 (È no) = > ro) (13) 


证 明 定义 f(z,t)= falt), n 一 1< zg<n, n=1,2,---. 注意 到 f(x, t) 关 
Ft 是 连续 的 , 关于 z 是 分 段 连续 的 (参看 上 述 注 记 的 结束 部 分 ). 并 令 g(x) = 
Mn, n-1 S2 SN, n=1,2,---. W lf(z,t)| < g) UR fy g(r)dr = 
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OL, Mn < oo. 因此 , 由 Leibniz 法 则 , 得 
d op d oo oo oo ; 
q È Jnl) = z f(x, t)dz) - | felz, t)dx = Lilt) 口 


下 面 的 Fubini 定理 的 证 明 也 要 用 到 Leibniz 法 则 : 

带 一 些 新 假设 的 Fubini 定理 ( 见 附录 2 中 的 叙述 ) 的 证 明 除了 附录 2 的 
Fubini 定理 中 的 假设 之 外 , 此 处 我 们 还 假设 : 

1. f(x,y) 在 任意 闭 子 矩 形 a < xz <b,c<y<d 上 有 界 . 

2. 函数 f(z,y) 关于 z 和 关于 y 是 分 段 连续 的 . | 

3. 对 所 有 满足 a< a < p <b a T p, WA SE f, yde 和 [S|f(z,y)ldz 
是 y 的 分 段 连续 函数 . 

4. 对 所 有 满足 c< y <o < d AY y AO, BRD f° f(a,y)dy A SO | F(a, y)ldy 
是 z WT BEE PAK. 

假设 SÉ 户 |f(z,y)ldzdy < 00. 证 明 


d b b d 
f 1 f(z, y)dedy = f f f(a, y)dydz. 
由 对 称 性 得 到 另 一 种 情形 . 对 c<y < d, 令 
cæ) = f ” $(,a)ds, 
Xta<a<B<b,F 
B 
H (y) =f G(x, y)dz. 
对 使 f(z,y) 在 y = yo 是 y 的 连续 函数 的 任意 z 值 , 由 微 积分 基本 定理 , 有 
G,(x, yo) = f(z, yo). 因此 , 由 关于 f(x,y) 的 假设 , Gy(z,y) 是 在 任意 闭 子 矩 形 
上 有 界 的 zx 和 y 的 分 段 连续 函数 ， 而 且 , 利用 f(z,y) 在 闭 子 矩形 上 的 有 界 性 ， 
可 知 G(a,y) 对 每 个 x 是 y WERKS (为 什么 ?). 于 是 , 由 Leibniz 法 则 (同样 
参看 上 述 注 记 结束 部 分 )， 
B B 
Hy) = Gulzar = f fle, y)de. 
则 由 微 积 分 基本 定理 , 得 


i: [re wavar = H(@) = [wa = Di Gy (a, y)dzdy 


= R I f(x, y)dzdy. 
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现在 
b d B d d B 
J | 1&vdydz= im f f fewavar= iim f f f(e, yjdzdy. 
Xłc<y<d, a<ß <b, F(B,y)= JÊ f(z,y)dz. 则 由 假设 ,@ 

b d d b 
riawl<ow)=f fevd 和 f oay= f f ls,Wlaray < o. 
因此 , 由 控制 收敛 定理 , 得 

d B d d 
lim / i f(x, y)dxdy = im f F(B.u)dy = f lim F(B, y)dy 
d b 
j / f fla, y)dardy. 


对 极限 a o 利用 类 似 的 论证 , 得 到 期 望 的 结果 . o 


中原 书 下 式 中 的 [< o(y)dy RE fi gly)dz. 一 一 译 者 
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不 是 每 个 限 数 都 有 最 大 值 或 最 小 值 . 例如 , 函数 f(x) = z3( -co < z < oo) 
没有 最 大 值 和 最 小 值 . 还 有 , 即使 函数 f(z) = arctanz 有 任意 接近 # 的 值 , 但 
对 任何 实数 z 不 能 达到 该 值 . 本 节 的 目的 是 找 出 确保 一 个 多 变量 函数 在 给 定 
的 区 域内 的 点 处 达到 最 大 值 和 最 小 值 的 准则 . 作为 具体 的 , 我 们 讨论 zy- 平 面 
( 即 R?) 的 子 集 和 函数 f(z,y), 但 所 有 这 些 考 虑 可 容易 推广 到 n 变量 的 情形 ， 
n=1,2,3,---. R? 的 子 集 C 是 闭 的 , 如 果 每 个 C 中 的 收敛 点 列 的 极限 点 本 身 
在 C OWA, 例如 , 一 矩形 区 域 是 闭 的 , 仅 当 这 些 边缘 包含 在 该 区 域 . R 的 子 集 是 
有 界 的 , 如 果 它 能 包含 在 一 个 充分 大 (但 是 有 限 的 ) 正方 形 内 . 例如 , 圆 盘 是 有 界 
的 , 但 半 平 面 不 是 有 界 的 . 定义 在 R? 的 子 集 C 上 的 函数 是 连续 的 , 如 果 对 C 内 
每 个 点 列 pn = (tn, yn) (n = 1,2,3,…), EF C 中 的 某 点 p= (x,y), A 
数值 f(pn) 列 收敛 到 值 f(p). (有 其 他 连续 的 等 价 定 义 , 但 这 个 定义 对 我 们 的 目 
的 是 方便 的 .) 我 们 主要 目的 是 证 明 最 大 值 最 小 值 定理 , 该 定理 表明 在 一 闭 有 界 
子 集 上 有 定义 且 连 续 的 函数 有 最 大 值 和 最 小 值 . 为 了 证 明 , 我 们 需要 以 下 结果 . 


定理 1(R? 上 Bolzano-Weierstrass 定理 ) 令 pn = (£n, Yn) (n = 1,2,3,---) 


是 构成 R 的 有 界 子 集 B 的 点 列 . 则 该 点 列 存在 收敛 的 子 列 . 


证 明 为 方便 起 见 , 我 们 均匀 收缩 和 平移 该 有 界 集 B, 使 得 它 落 在 单位 正 
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方形 {(z,y) : 0 < z, y < 1} 内. $ D = {0,1,2,… ,9} 是 十 进 制 展开 所 有 可 
能 数字 的 集合 . D 中 存在 数字 a, 和 b, 使 得 对 无 穷 多 个 n E, en 的 十 进 
制 展开 以 0.0, 开始 , yn 的 十 进 制 展开 以 0.5 开始 . 令 Ni 是 所 有 这 些 n 的 
值 的 集合 . 存在 数字 az 和 bo, 使 得 对 Ni 中 无 穷 多 个 n 的 值 , z。 和 yn 的 十 
进 制 展开 分 别 以 0.aias 和 O.bibo 开始 . 令 Na 是 由 这 些 n 的 值 组 成 的 Ni 中 
的 (无 穷 ) FH. 类 似 地, 可 构造 无 穷 集 Ns, Na, Ns,… (每 个 包含 在 前 一 个 内 ). 
对 Ni 中 某 个 n, 令 q = pm， 对 No PEA na( 大 于 ni), > q = Pm, 类 
似 地 定义 gs3,q4,…. € q = (0.a1a24a3… ，0.bib2b3:…)， 由 于 gn 到 gq 的 距离 
< [(10-")? + (10-")?]2 = /210-", 故 子 列 qi, gz,g3,:… 收敛 到 q. 口 


最 大 值 最 小 值 定理 + f(z,y) 是 定义 在 R 的 闭 有 界 非 空子 集 C 上 的 连续 
PRK. 则 C 中 存在 点 (x,y) 和 (z,9), 使 得 对 C 中 所 有 的 (z,y), 有 


f(z,y) < f(x,y) < f(z,9). 


特别 , 对 某 个 常数 K, 有 |f(z,y)| < EK. 


证 明 先 证 明 存在 常数 M, 使 得 f(z,y) <M. 如 果 常 数 M 不 存在 , 则 可 
找 出 点 列 p1,p2, ps3,…, 使 得 f(pn) > n. 由 定理 1, 存在 收 剑 于 闭 有 界 集 C 中 某 
点 q 的 子 列 q1, qo,q3,…. 然而 因 假 设 f 是 连续 的 , 故 有 f(q) = limao flan), 
该 极限 不 存在 ， 这 与 f 在 C 中 所 有 的 点 有 定义 矛盾 . 令 S 是 当 (z,y) PON 
C 时 所 有 值 f(z,y) 的 集合 . 对 任意 实数 r 和 正 整数 n, > rin) 是 > Bn 
位 十 进 制 的 截断 ( 即 ，V5[3] = 1.414). 令 sn 是 S 中 的 数 , 使 得 snin) 是 最 大 
的 .sn 的 存在 性 由 大 于 S 中 所 有 数 的 常数 M 的 存在 性 来 保证 ， 令 s 是 对 
所 有 的 n = 1,2,3,--- 满足 sm] = snin] 的 实数 ， 根据 构造 ，S 中 所 有 的 数 小 
于 或 等 于 s. 因此, 如 果 能 证 明 存 在 C 中 的 点 (2,9), 使 得 f(z,9) = s, 则 对 
C 中 所 有 的 (z,y)，f(z,y) < f(z,9). & Pa = (zn,yn) 是 C 中 的 点 , 使 得 
f(zn,yn) = Sn, Sn 定义 如 上 . 由 定理 1, 数列 P, Po, P3,--- 有 收敛 于 闭 有 界 集 
C 内 某 点 Q 的 子 列 Q1,Q2,Qs,--- (比如 Qi = 已 ,ii=12…). 由 f 的 连续 
性 , RITE f(Q) = limi f(Qi) = limi sn, = s. 因此 , Q 可 作为 点 (2,9), 使 
得 f(x,y) < f(@,9). 因 -jz,y) 也 在 C 上 连续 , 故 现在 得 知 也 存在 某 点 (2y), 
使 得 对 C 中 所 有 的 (x,y), 一 f(z,y) < -f (z,9) (或 f(z,y) < zy))， 口 

注 记 最 大 值 最 小 值 定理 一 个 更 常见 的 证 明 如 下 . 令 Mo 是 最 小 的 常数 , 它 
大 于 或 等 于 当 (x,y) POR C 时 所 有 的 值 f(z,y)， 因 我 们 已 经 证 明 对 某 个 常数 
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M, f(x,y) < M, 故 Mo 的 存在 性 由 所 谓 的 上 确 界 公理 得 到 . 该 公理 表明 每 个 有 
上 界 的 实数 集 有 上 确 界 . 在 上 述 “ 构 造 性 ”证 明 中 我 们 刻意 避免 该 公理 然而 ， 
如 果 利 用 该 公理 , 则 我 们 只 需 证 明 对 C 内 某 个 (zo,yo)，Mo = f(z0, yo). 如 果 不 
是 这 样 , 则 g(x, y) = [Mo 一 了 (z,y)]-! 在 C 上 连续 (为 什么 ?). 因此 , 对 某 个 正常 
$ K, g(z,y) < K. 于 是 Mo- f(x,y) = g(x,y)“ > K~*, 3È f(x,y) < Mo 一 天 
与 Mo 的 定义 矛盾 . 口 


附录 5 Fourier 变换 表 ” 


f(z) | FO (= Fe IS, Swe ae 


1. f'(z) ié f(E) 
2. f™(x) (m=0,1,2,...) ime™ f(E) 
3. f(x) ig fE) 
4.zmjflz) (m=0,1,2,...) im gr f(é) 
5. f(z 十 a) (a 为 实数 ) e*s f (£) 
6. e* f(ar) (a,b 为 实数 ,a £0) tf (6) 
7. (f #9)(7)= f°, f(a — y)glu)dy V 2m f (€)9(E) 
oe i, 如 果 |z| <L 1 2sin(éL) 
j PER 如 果 |z| > L ols 
_jLl-|z|, 如 果 |z| 和 工 2 1~cos(€L) 
9. f(x) = K 如 果 |z| > L Vz G 
10. e72°* (a > 0) Jue 2& /a 
11. erelzrl (a>0) fm peor 
12. -y (a>0) pee ale 
13. erelzl cos(bx) (a,b > 0) EGT who 
14. e~ 20" sin(br) (a,b > 0) IGG la _ e~ h(t" /0 
15. 6(z 一 c) (HRY) meme‘ 


外 表 中 所 列 的 结果 来 自 第 七 章 . 


附录 6 Bessel 函数 


在 本 教材 的 第 8.2, 8.3 和 4.4 节 中 讨论 了 Bessel KZ. 对 Bessel 图 数 详 
细 论 述 的 经 典 参考 文献 是 G.N.Watson, Bessel functions, 2nd ed. Cambridge, 
Cambridge University Press, 1958( 也 可 见 E.T. Whittaker and G.N. Watson, 4th 
ed.A course of modern analysis, Cambridge, Cambridge University Press, 1952). 
以 下 收集 了 Bessel 函数 的 一 些 基本 定义 和 性 质 . 


I. 实数 v 阶 的 Bessel 微分 方程 是 


zy" + cy’ + (z? —v?)y = 0. (1) 


满足 (1) 的 v 阶 第 一 类 Bessel 函数 由 以 下 定义 


TD = (52 YS mary” 地 


Hr 是 Gamma 函数 ,T(s) = 1 e-*z*—!dz, s > 0, HAR n =1,2,--- P+ 
n) = n! Gamma PRÆCIS ŠT ME — Sth REP ORT PT BS CH ES TP 
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“r(Y, H 1/T(z) RÆ z = 0, 一 1, -2,… 处 为 零 . 该 事实 可 用 来 使 (2) A 
X, 即使 当 v 是 负数 , > 天 -1 -2,…. . 

Sv 不 是 整数 , PARK J_,(z) 和 I(x) 是 (1) 的 两 个 线性 无 关 的 解 , 任意 其 
他 的 解 是 它们 的 线性 组 合 . 一 个 标准 的 线性 组 合 是 实数 v 阶 第 二 类 Bessel G 
数 Y,, BI 


几 (z) cos(ZT) 一 J), 


Y,(x) = v #0,+1,+2,---. 


sin(v7) 


对 整数 m, k > 0, 由 上 面 回忆 到 对 1—m+k < 0, Bk < m-1, 1/f(1—m+k) = 
因此 , Xt v = —m, 由 (1) 得 Jem (x) = (-1)™Jim(x). 因此 , 如 果 m 是 整数 , Jin (x) 
和 J_m(z) 不 是 线性 无 关 的 . 然而 , v =m 时 , (1) 的 与 In (x) 线性 无 关 的 解 是 
整数 阶 m 第 二 类 Bessel 函数 Yin(x), 它 定 义 为 (3) PY (x) 4 v 一 m 时 的 极 
PR. 在 所 有 情形 , c1 L(x) + cY (x) 是 (1) 的 通 解 . 对 m = 0,1,2,---. 


m—1l1 
Y(t) = = In(52)Jm(2) ~ =(52)-™ Y CED day 
k=0 i 
一 (aejm Gee py (HE + D+ Hm + b+), (4) 


其 中 如 果 m = 0, 第 一 个 求 和 项 为 0, y(n) = -y+ CUTE (n = 2,3,---), 
y = 0.57721566.… 是 Euler 常 数 [7 = limn co( 并 号 1 2 —Inn)] UR y(1) = -7. 


对 整数 m < 0, 由 (2) 和 (3), 经 取 极限 v  —m, 得 Y_m(x) = (—1)"¥n(z). 
Il. 整数 m 阶 Bessel 函数 一 些 基本 性 质 


1. 微分 递归 式 : 
Eana) = aJa) 和 时 Gemynla) = 2"¥m—a(z) (m> 1). (6) 
2. 纯 递 归 式 : 

2mJm(z) = z(Jm-i(z) + Jm41(2)) 
和 (m>1) (6) 


2mYm(7) = 2(Ym-1(x) + ¥Ym41(z)). 


附录 6 Bessel 函数 
3. Jm(x)(m = 0,1,2,…) 的 Bessel 积分 : 


us 
Im(z) = > cos(mt — z sin t)dt. 
T Jo 


4. Jm(x) 的 生成 函数 : 
f(a, t) = exp($(t- 5)) = - 二 Im(a)t™ (t #0). 
Al f(z,t)f(-z,t) = 1 (t £0), HB 
Jo(x)? +2 > Jm(x)? = 1, 


于 是 


|Jo(z)| <1 和 |Jm(z)| < yi (m= 1,2,3,---; 2 是 实数 ). 


5. 渐 近 行为 : 对 固定 的 m, 4 x 一 co, 我 们 有 
Jala) = VŽ o(s 一 Sam 一 7) + O(a-?) (z 一 oo) 


Yn(z) = (2 sina 一 sam 一 7") + O(x-?) (x 一 o0) 
Ill. 第 一 类 半 阶 Bessel 函数 


2 2 
J (z) = y = sing, J_}(x) = y = cosa, 


Boe ss ee 
Imag = "(st 3 (2)), 


In y(2) = 2-H DE (w+ J, 4(2)) (mm = 0,1,2,--). 
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(7) 


(8) 


(9) 


(10) 


(11) 


(12) 


(13) 


(14) 


(15) 
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IV. Jm(x)(m = 0,1,2,3,4) PARO: 
Jm(x) (m = 0,1,2,---) 有 无 穷 多 个 零点 , 所 有 这 些 零点 是 实数 . 如 果 jm, 
表示 Im (x) 的 第 k 个 正 零点 , 以 增加 次 序 排列 , 则 (参看 (11))， 


1 1 
jm,k © (« F gm i) tT, kèm. (16) 


m = 0,1,2,3,4 的 Jm(x) 一 些 零点 表 


ims 
5.52007... 8.65372. 11.79153 


14.93091... 
16.47063... 
17.95981... 


20.82693... 


外 我 们 在 Sun Spare 1000 上 用 Macsyma, 在 486DX2 PC 上 用 Microsoft Windows 3.1 获得 
该 表 中 所 列 的 零点 . 
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部 分 答案 


练习 1.1 
1. (a) y = Ceł, (c) arctan y = į (z? — 3x) + C, 
(e) Cx — x cost = 1, (g) (t-1)eé’+e-7 = C, (i) T(t) = Ce 一 3. 
3，2 分 钟 . 
4. (a) y= ġe?" (e? +2), (c) y= 2sinzln|sinz), 
(e) y = (22 + 1)e-®, (g) £ = 100e~"™*, (i) z = (2t + 100)~8. 
6. (a) y = cT + c2, (c) y = cı cos(zV3) + c2 sin(x V3), 
(e) y = ae + 2, (g) y = ce7*/? + cpe~, (i) y = (cl + cox)e”*. 
7. (a) y = e” (c) y = acost + bsint, (e) y= Se-#t sin(2t). 
13. wR= te: 


15. a(t) = et cost, y(t) = —e sint. 图 像 以 顺 时 针 方 式 螺旋 式 移 离 原 点 . 
17. (a) x(t) = (1 — 2t)et, y(t) = (1— t)et. 


(c) z(t) = fe? sinh( t), y(t) = 2e? (sinh( Et) + L cosh( t). 


练习 1.2 
5. (a) 三 阶 , 线性 , 齐 次 ; 


(b) 一 阶 , 非 线 性 ; 
(c) 四 阶 , 线性 , 非 齐 次 ; 
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(a) 二 阶 , 非 线 性 ; 
(e) 二 阶 , 线性 , 齐 次 . 
7. (a) u(x, y) = 2? + 2ry — y?. 
8. (b) n—-1. 
(c) n 越 大 , 热 区域 和 冷 区 域 就 越 靠 近 ， 且 这 些 区 域 之 间 的 温度 梯度 越 大 . 
9. (c) (m+1)(n+1)(pt+1) FAB. 
11. (b) u(a, t) = cos(zat) sin(Tz) + 32; sin(3rat) sin(372), 
v(x, t) = cos(rat) sin(rz) + zł; sin(3rat) sin(372). 
13. (a) u(x, y) = 4Cz2 + Ax? + 3 By®. 
(b) & v(z,y) = u(x, y) + A(z, y), 其 中 h(a, y) 是 Laplace 方程 无 穷 多 个 解 中 
的 任 一 个 解 . 
18. A-1 = £ + p(z). 


练习 1.3 


1. (a) ulz, y) = £? + 22+ fly), f EC. 
(c) u(z,y,z) = f(z, y) + g(x,y) +h(a,2), fg 和 hec". 
2. (a) u(z,y) = f(y), EC 
(c) u(x,y) = e7 (2ye + FW), FEC. 
(e) u(a,y) = f(a)e™ + g(aje™, ff Fg EC”. 
3. (a) u(x, y) = ye?” 
(c) u(z,y) = 2y(1 — ev) 
(e) u(x, y) = cosh(zy). 
4, 下 面 的 解 不 是 唯一 的 可 能 解 . 
(a) u(x, y) = e7? t(clcos(AXz) + czsin(Az))， 
(c) u(x, y) = (cre* + c2e~**) (de + doe~*™), 
(e) u(z,y,z) = e7¥ 27+? cos(ax) cos(by). 
5. 如 果 入 = 0, 则 u(z,t) = (ctz t+ co)e*. 
如 果 入 > 0, 则 ule, t) = (cre*V* + c2e7® Y” )eO Dt, 
如 果 入 = p?, 则 u(x,t) = (ce 十 coe-zkje( Dt, 
6. (a) u(x, y) = exp(z + r(2y — 37)). 
(c) u(x, y) = exp(% + ry + sz), rs #0. 
(e) u(a,y) = exp(rz + yV1 — r?). 
8. 只 有 比 ¢ 是 唯一 确定 的 . 因此 ， 以 下 的 答案 不 是 唯一 的 . 
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(a) u(z,y) = f(27 — y). 
(c) u(x,y) = f (dx — cy). 
9. (a) u(z,y) = £ — by. 
(c) u(x, y) = $ ((3y + 42)? — 7(3y + 47)). 


练习 2.1 


1. 在 下 面 每 个 解 中 , f 是 任意 C1 PRR. 
(a) u(z,y) = f(3x-+2y) +422; (c) ulz, y) = -ety + eVf(20 — y); 
(e) v(w, z) = w? + f(3z — w). 
2. (a) u(x, y) = 一 ezty + (ez- 翅 十 sin((z — }y)?))e?% 
(c) u(x, y) = -e*+¥ + (3 (x — dy) + 1)e3@- Ien, 
4. PRM g(z) 必 具 有 形式 -1+ ket, k 为 某 个 常数 . 如 果 g(z) 具有 该 形式 , 原 问 
题 有 无 穷 多 个 解 . 只 要 C(0)=k H CO Æ O! 的 , 形 如 ulz y) = -14+C(y—32)e* 
的 任 一 函数 都 是 解 . 
5. 有 无 穷 多 个 解 . 这 些 解 中 的 两 个 解 是 
u(x, y) = —1+2cos(y—3z)e™ 和 u(z,y) = 一 1 十 2ey-3zez = 一 1 + Qey—2", 
6. u(x, y) = (y + 2z)?. 
7. 两 人 的 答案 都 对 . 注意 到 ecy/ = e7Ąt/aeclbz-ay)/ab, 
12. (a) 由 (26), 得 Po(y) = Cexp(— fy 0. es = Ce-y/10. 
(b) RAVER OGRA KE /3 Pwo(y)dy = 10C. 因此 , C = 30. 由 于 每 
天 大 约 取 走 30 4, tk el je 30 个 . 


练习 2.2 
1. 在 下 面 每 个 答案 中 , C 是 任意 C1 BR. 
(a) u(x, y) = C(=). (c) u(x, y) = £C (ye). 


2. (a) u(z,y) = (4-8, y>0 (c) u(z,y) = aye. 
3. (a) X(s,t) = set, Y(s,t)=e%-*, U(s,t) = sins. 
(c) aua = se’, Y(s,t) = sexp(s?(1 — et)), U(s,t) = set. 
7. X} r <0 u(z,y)=0, X} z > 0 $ u(z,y) = yz2. HERB u(x, y) # C(yz?), 
因 对 > Al y #0, u(—z,y) # uls, y). 
8. (d) u(x, y) = fa((—1)”ysin z), nt <£ < nr +r, n= 0, +1, +2,--- 
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练习 2.3 
1. u(x, y, z) = (£? + y? + 22? — Qyz 一 27z)ez. 
2. (a) u(w,y,z) = z + ((x + y)?e* — z)e™?. 
(c) 通 解 是 u(x, y,z) =z + C(x +y, zje. 因此 ， 


u(z,y,e+y) = (x +y)+e” > zr+y+COlt +y, s +y)e 
= (x +y) +e” => O(t +y,z +y) = e7. 


因此 , 只 需 选 择 C, 使 得 Clr,r) = er. 考虑 C(r,s) = ef(s—r), 其 中 f 是 任意 
满足 f(0) = 1 的 C1 函数 . 
3. (a) u(x, y, z,t) = f(r +t,y + 2t, z — t). 
(b) u(x, y, z,t) = (x +t)? + (y + 2t)? + (z —t)?. 
(c) (=t, ~2t, t). 
4. (a) u(x, y, z) = C(x cos z + ysin z, y cos z — xsin 2), 其 中 C 是 任意 两 个 变量 的 
C! RŽ. 
6. (a) C(x ~ u?, y — u?) = 0( 可 能 有 其 他 等 价 的 答案 .) 
(b) w(z,y) = /2e —y+1, 2r~y+1>0. 
7. (a) C(ry, u? — x?) = 0. 
(b) u(x, y) = 2y/a?y4 + 2y? + 1. 
12. (b) t= 7, z = (V(s)+8V"(s))7 +s, p= f(s). 
15. (a) a(t) = -0 iR +. O(1 + Sy + lat), HP C = z(0) - opa: 


练习 3.1 
3. (a) u(x, t) = 4e7(27/3°2t sin 2z2 一 e~(57/3)°2 sin 
(c) u(x,t) = 3e-2(r13) tsin az je-2m sin(7z). 
(e) u(x, t) = 6e—128""¢/9 sin Baz 十 e-50r tsin(5mz). 
6. (a) u(x, t) = 5e~* cosx + 3e 64tsin(87). 
(c) u(x,t) = $(9 + e~t cos(6z)). 
(e) u(x,t) = $(5 + 3e7* cos(2x) + 4e~4* sin(2z)). 
9. (c) u(x,t) = e*t ON 1bne-(nr/D kt gin BEE, 


练习 3.2 


4. & f(x) = 5sin(37) — 3sin(5x). 则 当 z= 0, Z, Z, 至 ,时 Pr(z) = 15cos(3z) 一 
15cos(57) = 30sin(4x)sinz = 0. BL f(0) = f(z) =0, f(4) = F(E) = 5V2/2 + 
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3V2/2 = 4V2, 而 f(3) = —8. 因此 , 由 最 大 值 最 小 值 原理 , 得 -8 < 


4V2. 
练习 3.3 
3. (b) u(x,t) = EA o cn exp(— tA) sin (+. 


4. u(x,t) = up(z, t) + v(z, t) = z — 1 + e797"t/2 sin ni. 
5. u(x,t) = up(x, t) + v(z,t) = Aa? + 2a + }t + e757 cos(rz). 
7. u(x,t) = 4 — 27 + 2x + Te 9/4 cos 3. 


练习 3.4 

1. (b) u(x,t) = (1 — e7!**) sin(3z). 

3. u(x, t) = e7% sin(3z) + sin te~* sin(2z). 

5. (a) w(x,t) = SV + ar + t+ f h(t)dt. 

7. u(x,t) = (et — t?) +t? + e~** sin(2z) + (t — 1 +e™t) sinz. 
9. u(x,t) = t(x — x? + e747’ cos(2mz)). 


练习 4.1 


2. (a) FS f(x) = } — } cos(4mz). 
(b) FS f(z) = 2 cosg + sin z — $ cos(3z). 
4. (a) FS f(x) = 2 +Z, LCI" sin nz nz, 
7. (a) FS f(z) = +(e™ —e“")(4 +O, i" (cos( (nx) 一 ee 
8. FS f(z) =++3 genic = & (sig oola +e onl de) + vee), 


9. (a) FS f(x) = 5 -45 cy cos(n72). 


(b) N = 3243. 
(c) N=6. 
练习 4.2 
2. f(x) = a(x’ — L?x) +d, 对 任意 常数 a 头 0 和 a. 
练习 4.3 
4. (a) FCS f(x) = 各 一 4% Eoo griy cos EHDE, 


(b) FSS f(x) = 也 放 cy sin ee 
5. (a) FCS f(z) =1 # FSS f(x) = 4 Droo mp sin CHE 
(b) FSS f(x) = 2 EX, m sin(2kz) 和 FCS f(z) = 


u(x,t) < 
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8. (a) u(x,t) = = +4570, CY" eon’ kt cos(nz). 
9. (a) uo) = $ Dao re Om" sin((2m + Dra 
+4 7 _ 2 . 
10. (a) JERAR u(x,t) = 2 2 yee, THPD e- (n+ $)*Ht sin((n + })z). 
2(-1)"_\,— 2r2kt _ 
11. u(z,t) 一 zZ 一 1 十 + Anno HI 一 anise (n+3)' nkt sin((n + trz). 
12. u(x,t) = a +2 z 十 2z 一 a +2052] 人 3 e-(77/10)*kt cos BEE. 


练习 4.4 


1. (a) An = (nny Yn(x) = An sin 0-4, n = 1,2,3,- 
(c) An = CT Yn(x) = Bn cos CHE, n = 1,2,3,.... 
2. (a) Al = —1, yi (x) = Ate”, 
An = (n—1)?, Yn(x) = an (sin((n—1)x)+(n—1) cos((n—1)zx)), n = 2,3,4,- 
(c) An = (2n — 1)?r?, yn(x) = Ansin((2n 一 1)rz) + Bn cos((2n 一 1)rz), n = 
1,2,3,---. 
5. (b) LAnz, n= 1,2,3,.…. 
7. (a) (zy)' + (25™)y =0, z > 0. 
(c) (VI = 2? y’)! + sty =0, -l<a¢<l. 
14. (b) yn(z) = Bn cos FE, zn(7) = Ansin FE, An, Bn #0,n > 


练习 5.1 
= rat zz L 2rat PRE Anat -in 4 
1. (a) u(x,t) = pý sin 至 + ina’ sin = sin <== — cos = sin F 
t 
(c) u(x,t) = g% sin 7# sin Z2 + = sin 35% sin a 


3. (b) u(x,t) = U (x) = aa — x), 此 描绘 一 根 悬 弦 . 
6. (a) u(x,t) = È Eko gry c0s((2k + 1)t) sin((2k + 1)z), 其 中 N > 13. 
练习 5.2 


1. (a) (1+ $ )(z + at)? + $(1 — 4 )(z 一 at)2. 
(c) t. 
(e) sin(z + at). 

4. u(x,t) = $|a — at|* + |e + atl’. 

练习 5.3 


2. (a) u(x,t) = 5 + $t + 5(cos(2at) 一 去 sin(2at)) cos(2z). 
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(b) u(x,t) = $(cos*(x+ at) +cos*(x—at)) + + (at— 4 sin(2(x+at)) +4 sin(2(z— 
at))). 
4. (a) u(z,1)=0, u(#,2)=—f(xr), u(z,3)=0, u(z,4) = f(z). 
5. (b) 4, 此 为 两 个 端点 都 是 固定 情形 的 最 低频 率 芳 的 一 半 . 
6. u(x,t) = 4 + & — z + 2cos(6t) cos(3x) + 4 4 sin(2t) cos z. 


7. u(z,t) = ita (e cosg + zo (sin(x + at) — sin(x — at)) 
-5 (cos(a + at) + cos(x 一 at))). 
_ | saz (cos(wt) — cos(3at)) sin(3z)， w # 3a, 
naan ee + sin(3at) sin(3z), w = 3a (共振 ). 
练习 6.1 


2. (c) 在 许多 可 能 性 之 中 , 考虑 zx 和 2z. 更 一 般 地 , 考虑 zx 和 不 具 形 式 ay +b H) 
任意 调和 函数 u(x, y) (BE (b) 部 分 ). 

3. 对 任意 常数 a,b,c, A 和 B, 我 们 有 乘积 解 (az + b)(Ay + B), (ae* + be“) 
(Asin(cy)+B cos(cy)) #il (ae*’+be~Y)(A sin(cr) +B cos(cx)). 因子 (ae? +be~°*) 
可 用 (a cosh(cr) + Bsinh(ca)) 替换 , 此 通常 是 更 有 用 的 , 对 (ae + be~°v) 类 似 . 
6. 在 Dirichlet 问题 中 , 稳 态 温度 在 金属 板 边界 上 每 点 的 值 是 指定 的 , 而 在 Neu- 
mann 问题 中 通过 金属 板 边界 的 热能 流量 在 沿 着 边界 所 有 点 是 指定 的 . 

7. (a) q(z,y) 与 在 点 (x,y) 的 单位 面积 热能 生产 率 成 比例 . 

(b) 要 使 存在 稳 态 温度 分 布 u(z,y), 在 金属 板 内 的 热能 生产 率 必 须 等 于 通过 边界 
的 热 损 失 率 . 


练习 6.2 


2. (a) u(z,y) = SBE MTD} sin 2 sinh Su 
(b) u(x,t) = _ aN MTD} sin 至 2 sinh X. 
3. u(x, y) = (sinh(r — y) sina + sinh ysinz + sinh( — r) sin y + sinh z sin y). 


ahs 
4. (a) U(z,y) = £ — y + 2ay. 

(b) u(z,y) = a= sin(xz) sinh(m 一 my) + saha sin(2ry) sinh(2r 一 2rz) + 
U(a, y). 
5. (b) 四 项 (BAB 5) 

(c) 是 , 对 差 应 用 最 大 值 最 小 值 原理 . 
7. (b) u(x, y) = esr y) + ses Be comets) + coth r — 5 coth(2z7). 
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练习 6.3 
1. (a) U(r,b) = BE 十 (325° 十 ear) cos 6 + me + =’) cos(20) 
Hr + wtp?) sin(20) 
=+ g(r = r-1) cos6 + (r? — r7?) cos(20) 
+&(—r? 一 16r~?) sin(28). 
2 pi 0) = b+ (a — b). 
U(r,0) = (Ayr + OR) r 3sin(39) = (825%r + S882, m) sin(30). 

i Soe 6) = 1+rcos6+4 +r? cos(20). (c) U(r, 0) = a. (d) U(r, 6) = tar’ sin(36). 
不 能 用 问题 1 中 的 解 , 因为 它们 在 原点 都 有 奇异 性 . 
4. (a) 由 定理 1，U(r,b) = 去 万. yet. 

(b) FS f(@) = $n? +4 EZ SY cos(ng). 
因此 , U(r,0) = dn? +450, SP (G) cos(nd), 根据 定理 4 和 事实 FS f(0) = 
f(9), 它 是 精确 解 , Bf (0) 的 周期 延 拓 是 连续 和 分 段 C1 的 (BD, 当 r= 2 时 级 
数 收敛 到 f(9)). 
(c) 由 最 大 值 原理 (第 6.4 节 的 定理 1), 无 穷 项 级 数 解 的 截取 Un(r, 0) 与 精确 解 
V(r,9) 之 间 差 的 最 大 值 在 边界 上 取 到 . 因此, 我 们 只 需 估 计 FS F(6) 在 0.01 之 
内 逼近 f(0) 所 需 的 项 数 . 利用 积分 比较 : 


If(0) — SNf(0)| < 4 [= z-2dz = +. 因此， N = 401 将 足够 了 . 


5. (a) Es (b) (i) Fes 2 ,其 中 += 1(1- V1 -a?), n=0,1,2,---. 
9. 由 平均 值 定理 ， ea (BD, BA eA Ah) 是 平均 


xf. 106240 = a= a 1 E 


练习 6.4 


3. 注意 到 对 任意 常数 cv(z,y) = csinhysinz 满足 问题 . 这 不 与 定理 2 矛盾 , A 
为 区 域 0 < zx < T, 0<y < 0 不 是 有 界 的 . 

4. 函数 ul 和 uw 在 原点 有 奇异 性 , 因此 在 圆 盘 2? +y? < 1 内 不 是 处 处 调和 的 . 
7. (a) 如 果 ulz, y) 是 解 , 则 u(x, y) +y 也 是 . 

练习 6.5 

2. 函数 nr 在 原点 没 定义 , 因此 不 是 调和 的 . 
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10. (d) 由 vw- 轴 上 从 -1 到 1 的 割 颖 的 流体 流产 生 的 流 线 . 静电 学 上 该 双 曲 线 表 
示 当 一 块 带 大 正 电荷 的 板 与 带 大 负电 荷 的 板 边 缘 对 边缘 地 置 放 所 产生 的 等 势 曲 
线 , PAR ZEA ARSE. 如 果 这 两 块 板 保持 不 同 的 常 值 温 度 , 则 双 曲 线 将 是 稳 
态 温度 分 布 所 产生 的 等 温 线 . 

11. (a) 稍微 在 u- 轴 之 上 的 (—00, -H+ie 在 glw) = V1 一 wi 下 的 图 像 是 正 y- 轴 
稍微 往 右 . 稍微 在 wu- 轴 之 上 的 [-1,1] + ic 的 图 像 落 在 z- 轴 上 线段 [0, 1] 稍 上 一 
些 , 然后 把 该 线段 稍 下 面 的 拉 回 原点 . [1, +co)+ie 的 图 像 是 稍微 在 负 y- 轴 右边 . 
因此 , 流 线 围绕 z- 轴 的 线段 [—1, 1] 流动 . 

(b) 流 线 是 带 有 垂直 条 的 大 平板 上 的 稳 态 热 分 布 的 (截面 ) 等 温 线 , 或 由 具有 相 
同形 状 带电 导体 产生 的 位 势 的 等 势 曲 线 . 


练习 7.1 


1. FE (a), (b) 和 (c) 中 的 求 和 是 对 所 有 非 零 整数 . 
(a) FS. f(a) = £ D Teimas, 
(b) 4 L? 十 24 2 5 CY omra/, 
c bby I)" tm/ 
3. (a) f(€) = eae (1 ~ cos(€Z)) 
(c) Fe) = aig (e (~ b)?/a _ —3(€+0)? 1a); 


练习 7.2 


2. (a) f(€) = (1— Pe 

7. E) = y2 + ig). 

19. (a) Dr sin(em) = (r-a), 0<a <r. 该 和 是 奇 的 且 关 于 a 是 2r 为 周期 
的 


(e) Dm0 aaa = į (Z coth(xa) + 4) (a#0). 


练习 7.3 
0, |z| > L, 
1. (a) g(x) = e~ haz" (c) G(x) = 5r jz| = 
1, |z|<1. 


3. h(E) = air Ef (OF™ (8). 
5. (a) fa(€) = He (358). 


6. (a) g(x) = Sah enol — 6232. 
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7. (a) 3ra-3. 


(c) (1 — e7®). 
10. f(z) = 1— |x| W |z| < 1 f(r) =0 WR |z| >1 


练习 7.4 
2 
2. u(x,t) = ġe ti. 
11. u(x,t) = Se + SE. 
_4 _ yf(s) _ _ 1 f0 一 1 re 
14. u(x,t) = z j aos pitty ds = 不 J Vrs ds 十 T h TFs dS 


ad 1 Z 一 3 K 
M = arctan(#=*) ps 


=l z-s 2 z 
= ; arctan(*>*) = arctan 7. 


练习 7.5 
2. u(x,t) =-+h wae -aE h(s)ds 
3. u(x,t) = pg e ef) dy — Fe ft ie MEAH(s)ds. 


5. u(x,t) = = ou greasy — wera) S(s)ds. 


8. (a) ulz,t) = 1 /0 (ulat — prer) I) + (adap — ai) 
(s))ds. 注意 到 通过 简单 地 加 上 因子 zy 或 Im[(z + iy)?"], n = 1,2,3,--- 可 得 


到 其 他 的 解 . 


练习 8.1 


1. u(x, y, t) = 4exp(—m?((3)? 十 12)6t) sin 242 sin(ry) 
—2exp(— A + (2)*)6¢t) nee sin 722, 
3. u(x, y, t) = exp(—1?((3)? + (3)?)t) cos 332 sin 于 
7. 以 下 近似 的 有 效 性 见 例 3. 
(a) ulh, 2,2, t) ~ 9290 6400 .次 e —9n7kt/4 注意 到 sin = = {2 和 1? + 12 + (2)? A 3. 
(b) METE 3 5,t) © x~ 400 Be Sella ia 
(c) 对 相对 的 绝热 面 u(3, 4 ,4,t) re. 1690 en 2m kt/2_ 
对 相 邻 的 绝热 面 , u(3,3， noa ~ “l -an2ke/2 因此 , 相 邻 的 绝热 面 当 t 大 时 在 
中 心 温度 下 降 得 最 小 , 因 3 < 2. 
8. u(x, y, z) = rA emda 一 2 
13. u(z,y,t) = Dn m=1 AT es sin(n7z) sin(mzy), 
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其 中 
1 
ck = n z(z — 1)sin(krz)dz = 2(s,, z(z — 1)) = -本 (kn? ——, (s”, z(z — 1)) 
0 


tng tot a ,+ (sm) =- 2) 


2 
[CA 


1 
= 2cos(krz) cos(kr) — 1) = 2(km)~32((—1)* — 1) 
0 


= = Tp 
2 3 
(<) ， 如 果 大 是 奇数 , 否则 为 0. 
因此 ， 
4 3 1 
u(x, y,t) = oman?) naa 
sin(ray n? + mt) sin(nrz) sin(mzy). 

练习 8.2 


1. (a) fnym(z, y) = cos 257 cos BL, m,n =0,1,2,--- 


(b) u = kKAu 相应 的 解 具 有 以 下 形式 


unm, vt) = exp ( -im2( (R)? + (2)") £) cos ZTE cos EY. 


注意 到 u(x, y, t) = Eo Dyo Gnymtinym (a, y, t) 满足 问题 


D.E. u=kAu, FR E, t>0; 
B.C uy(x,0,t) = uy(z,2,4)=0, (O< a <3) 
E uz(0, Y, t) = uz(3, Y, t) =0, (0 Sys 2) 


N M 


LC. u(z,y,0) = 5 Qn,m COS cos T, 


n=0 m=0 
4. 两 解 具 形式 u(x, y,t) = exp(—r?(3? + 12)kt) cos(3rz) cos(ry) 和 uz(z,y, t) = 
exp( 一 T2(22 + 2?)kt) cos(2rz) cos(2ry). 由 于 32 + 12 > 22 十 22, 故 解 ul EWS 
更 迅速 . 一 般 而 言 , 特征 值 越 大 , 衰减 得 就 越 迅速 . 
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练习 8.3 

1. (a) U(p, p, 8) = i. (c) U(p, 9,0) = p? sin? y — 2p? cos? p = p?(1 — 3 cos? p). 
3. A,(siny) = (sinp)! cos? p —siny; siny 在 单位 球面 上 不 是 C2 的 (也 不 是 
C1 的 ). 

8. (a) U(p,t) = lL(Be™ kt sin(rp) 一 了 全 -多 sin(37p)). 

11. (a) U(p,t) = l- Sor (e7 P-P? Hake) = e~(P+3)?/(4kt)) 5 f(5)dp. 


练习 8.4 


2. 下 面 的 答案 不 是 唯一 的 . 
(a) (x,y,z) => (Vi +2), Vi — x), 2); 绕 z- 轴 旋转 —45°. 
(c) (x,y,z) + (一 y, a, z); FE z- 轴 旋转 90°. 
4. (a) 8p4Pi(cos p) = p4(35 cost p — 30 cos? p + 3) = 3524 — 30p?z? + 3p4 
= 3524 ~ 30(1? + y? + 27)2? + 3(2? + y? + 2?)?. 
(b) 是 , 因 f(y, 0) = f(0,9), 此 为 f 在 北极 的 常数 值 . 
6. (a) 2sin? pcos sind = —£52,2(y, 0) + £S2,-2(y, 4). 
2sin pcos ysin @ = —4S2,1 (2,0) + 4S2,-1(¢, 8). 
2sin pcos pcos @ = ¿S21 (9,0) + 252,-1(y, 8). 
sin? y(cos” 0 — sin? 0) = 152,2(p, 0) + 452,-2(y, 0). 
sin? ysin? 8 一 cos2p = —4(2S2,2(y, 0) + S2,-2(y,8)) — S2,0(y, 8). 
11. (a) u(z,y,z) 一 去 十 并 十 Ez — įr? + 2y? 一 32? 十 23 一 32(x? +y? + 27). 
(b) u(x, y, z) = zp +p — 3 (2? — $p?)p-® — 3 (2? — y?) + z8p-7 — 8zpF + 
507°. 
17. U (p, p, 0, t) = e- 47" jo (2mp) + e~ (1.5)"*tj, (B 3p) cosp 
e~ (82,1) kt 5, (G2,1p) sin? y sin(26). 


练习 8.5 


7. & fug(r, 9) = Ju (jv qr/ro)sin(nr0/a), v = n/a, n = 1,2,3,---, 其 中 J(r) 
如 (6) 定义 , 但 以 v 替换 m 和 以 T(v +k +1) 替换 (M+k)!, jug 是 Jr) 的 第 
gq 个 正 零 点 . 特征 函数 fa(7,9)( 县 特征 值 jo/ro) 可 用 来 求解 在 顶 面 和 底面 都 
是 绝热 , 在 边 上 保持 为 0 的 薄 棉 形 中 的 热流 . 而 且 , 可 用 它们 描述 一 棉 形 膜 的 振 
动 . 
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zZ 
U(r,0, z)= D > Cm qa: m (jm a7 x sinh(jm, TO L jeme, 


m=—oo q=1 


其 中 
27: 2. ` 20\\-1 on ee - T \ —ime 
cma = (78m (ima)? sinb (im g2) f i f(r, O) Jm (ima Jer 


9. (e) 不 是 , 最 小 能 量 为 3h £, 当 N = 0 时 得 到 . 


练习 8.6 

8. $ U(P,t) = fom WVG(P, Q)F(Q,t)dOM(Q). H (47), U(P,t) 满足 D.E. AyU = 
0, 以 及 B.C. U(Q,t) = f(Q,t), QE OM. 4 v(P,t) =u(P,t) — U(P,t). W v ṣ 
足 相应 问题 


D.E. u%(P,t) = kAmu(P,t) —U.(P,t), FME, t>0; 


B.C，w(Q,t) =0， 对 6M 上 所 有 的 Q, t > 0: 
LC. w(P,0)= —-U(P,0). 


为 了 解 该 相应 问题 , 令 vy 是 定理 4 中 问题 (11) 的 解 (12), f(P) = —U(P,0), 
令 v 是 定理 6 中 问题 (15) 的 解 (16), p(P,t) = -U,(P,t). W v = v + 以 及 
u=v+U. 
21. 


G(r,r) = 7 SS -(Bn0) ?Engmll ?jn (Bn,gp)Sn,m(p, 0)in lenap’) 


n=0 q=1 m=—-n 


Srym(¢’, 0’), y 


其 中 (p,9, yp)[ 对 应 地 (0,0, yp 是 r[ 对 应 地 r) 的 球面 坐标 ,Eo mll? 由 第 8.4 
节 的 (38) 中 给 出 . 


符号 说 明 


FS f(x) 
FS. f(z) 
FCS f(x) 
FSS f(z) 
FE) 

FE) 


说 有 明 

Fourier 余弦 系数 

边界 条 件 

Fourier 正弦 系数 

k 次 连续 可 导 

cos = 

TR D 的 闭 包 

微分 方程 

f 的 外 法 向 导数 

流 形 M 的 边界 

Dirac delta “pat” st4}4i 

Laplace 算 子 

流 形 M 上 Laplace 算 子 

单位 球 上 Laplace 算 子 

[-L, L) 上 f(x) 的 Fourier 级 数 
[-L, L] 上 f(x) 的 复 Fourier RR 
(-L, L] 上 f(x) 的 Fourier 余弦 级 数 
[-L, L] E f(x) 的 Fourier 正弦 级 数 
f(x) 的 Fourier 变换 

f(x) 的 Fourier 反 变换 
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符 ”号 说 有明 

fel€) f(x) 的 Fourier 余弦 变换 
AO) f(x) 的 Fourier 正弦 变换 
f(z) 修正 函数 (在 跳跃 点 平均 化 ) 
Je(z) f(x) 的 偶 延 拓 

folz) f(c) 的 奇 延 拓 

f*(z) 延 拓 , 在 x = 工 处 偶 延 拓 , 在 x = 0 处 奇 延 拓 
f°(z) 延 拓 , 在 x = L 处 奇 延 拓 , 在 x = 0 处 偶 延 拓 
| 函数 f 的 范 数 

f*g | f(z) 和 9 的 卷 积 

(f,9) 函数 f Mo HAR 

r(x) gamma 函数 

Hm(7z) m 次 Hermite 多 项 式 

Hy R” 中 标准 闭 k- 维 半空 间 
H(z,t) 热 核 

I.C. 初始 条 件 

Im(z) 修正 的 (第 一 类 )Bessel 函数 
jm(x) m 阶 第 一 类 球 Bessel 函数 
Jm(x) 整数 m 阶 第 一 类 Bessel 函数 
Jy (zx) 实数 v 阶 第 一 类 Bessel 函数 
Jma Jm(z) 的 第 q 个 正 零 点 

km (x) m 阶 Hermite 函数 

Li (xz) q 次 广义 Laguerre 多 项 式 
LS f(y, 4) 单位 球面 上 函数 的 Laplace RR 
Llul 作用 在 函数 u 上 的 微分 算 子 
P.C. 周期 性 条 件 

P(r,ro,0 — t) Poisson 核 

Pa (w) n 次 Legendre 多 项 式 
Pn,m(w) 伴随 的 Legendre 函数 

RÈ (p) 球 坐 标 径 向 函数 

Ri R” 的 标准 有 - 维 子 空间 

Sw (a) Fourier 级 数 的 N 项 部 分 和 
Snm 球面 调和 函数 

Sn(z) sin == 

Uz, Uszy,” u 的 偏 导数 


Up D.E. 和 B.C. 的 特 解 


符 ”号 
U(r, @) 
T(x, t;s) 
Ym(7) 
Y, (x) 


符号 说 明 


说 B 

u(r cos 6, r sin 8) 

用 于 有 关 Duhammel 原理 中 

整数 m 阶 第 二 类 Bessel 函数 
实数 v 阶 第 二 类 Bessel 函数 
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名 词 索 引 


0 阶 Fourier-Bessel 级 数 , 8.59 

A 在 上 - 流 形 上 C? 函数 的 特征 函数 展开 ， 
8.6 

A 在 矩形 上 C0? pan FFE PR BURT, 8.2 

A 在 空间 上 C? 函数 的 特征 函数 展开 , 8.3 

A 在 球面 上 C? 函数 的 特征 函数 展开 , 8.3 

A 在 圆周 上 C? 函数 的 特征 函数 展开 (也 
见 特征 函数 展开 ), 8.3 

C! 函数 的 Fourier 级 数 收敛 定理 , 4.2 

C? 函数 的 Fourier 级 数 收敛 定理 , 4.1 

C* 函数 , 1.2 

Jml) 的 零点 表 , 附录 6 

Jm) 的 生成 函数 , 附录 6 

k 阶 偏 微 的 解 ，1.2 

m 阶 Bessel 方程 , 4.4, 8.5 

R” 中 标准 k 维 子 空间 , 8.6 

R” 中 标准 闭 维 半空 间 , 8.6 

R” 中 紧 致 流 形 , 8.6 

R” 中 连通 流 形 , 8.6 

R” 中 流 形 , R” 中 光滑 流 形 , R” 中 大 维 

包 名 词 所 在 的 小 节 . 一 一 译 者 注 


流 形 , 8.6 
R” 中 流 形 的 边界 , 8.6 
R” 中 流 形 的 边界 点 , 8.6 
R” 中 流 形 上 Laplace 算 子 , 8.6 
Abel 公式 , 1.1 
Bernoulli D., 4.4 
Bessel 函数 Jm(a) 的 生成 函数 , 附录 6 
Bessel PRIMM ATULIT A, 附录 6 
Bessel 函数 平方 的 积分 , 8.5 
Bolzano-Weierstrass 定理 , 附录 4 
Cauchy A. L., 6.5 
Cauchy-Riemann 方程 , 6.1, 6.5 
Cauchy-Riemann 算 子 ,8.4 
Cauchy-Schwarz 不 等 式 , 4.2 
Cauchy 主 值 , 7.1 
Coulomb 位 势 , 8.5 
Coulomb 位 势 的 波 函 数 , 8.5 
Couloumb 位 势 的 Schrédinger 算 子 的 特 

征 函 数 , 8.5 
D’Alembert J., 4.4, 5.3 
D’Alembert 公式 , 5.2 


名 词 索引 


D’Alembert 公式 的 推导 , 5.2 

De Moivre 公式 , 6.3 

De Moivre A., 6.3 

Dirac delta “pt” SKS} 4H, 7.4, 8.6 

Dirichlet G. P., 5.3 

Dirichlet 核 , n 次 Dirichlet %, 4.2 

Dirichlet 问题 的 唯一 性 定理 (也 见 最 大 值 
原理 ), 6.2, 6.4 

Dirichlet 问题 解 对 边界 数据 的 连续 一 致 
依赖 性 , 6.4 

Dirichlet 问题 解 对 边界 数据 的 连续 依赖 
性 , 6.4 

Duhamel J. M. C., 3.4 

Duhamel 原理 的 物理 背景 , 3.4 

Duhamel 原理 的 严格 叙述 和 证 明 , 3.4 

Einstein A., 5.1 

Einstein 理论 , 1.2 

Euler L., 4.4 

Euler 常数 , 附录 6 

Euler 方程 ( 常 微 ), 6.3 

Fejér 定理 , 4.2 

Fermat 原理 , 2.4 

Fourier J., 6.5 

Fourier 变换 表 , 附录 5 

Fourier 变换 的 反 演 定理 , 7.3, 7.5 

Fourier 级 数 的 导数 , 4.3 

Fourier 级 数 的 定义 , 4.1 

Fourier 级 数 的 积分 , 4.3 

Fourier 级 数 的 一 致 收敛 , 4.1, 4.2 

Fourier 级 数 收敛 定理 , Fourier 级 数 概要 ， 
4.2 

Fourier 余弦 变换 , 7.5 

Fourier 余弦 级 数 的 定义 , 4.3 

Fourier 余弦 级 数 收 敛 定理 , 4.3 

Fourier 正弦 变换 , 7.5 


Fourier 正弦 和 Fourier 余弦 系数 , 4.3 
Fourier 正弦 级 数 的 定义 , 4.3 


Fourier 正弦 级 数 的 收敛 定理 , 4.3 
Fubini 定理 , 附录 2, 附录 3 
gamma PRA, 8.5, 附录 6 
Gauss K. F., 5.3 

Gibbs 现象 , 4.2, 4.2 

Green G., 1.2 

Green PRA, 1.2 

Hamilton S. W. R., 2.4 
Hamilton-Jacobi 方程 , 2.4 
Hardy G. H., 7.2 

Harnack 不 等 式 , 6.3 
Heaviside O., 6.5 
Heisenberg 不 确定 关系 , 8.5 
Heisenberg 不 确定 关系 的 证 明 , 8.5 
Helmholtz H. L. F., 4.4, 8.3 
Helmholtz 方程 , 8.3 
Hermite 多 项 式 , 7.2, 8.5 
Hermite PARK, 7.2 

Hermite 多 项 式 , 7.2, 8.5 
Hermite 多 项 式 生 成 函数 , 7.2 
Hilbert 变换 , 6.5 

Hooke R., 1.1 

Huygens 原理 , 8.3 

Jacobi Theta 函数 , 7.2 
Jacobi K. G. J., 2.4 

Kac M., 8.2 

Kirchhoff G., 1.1, 4.4 
Klein-Gordon 方程 , 1.2 
Lagrange J., 2.3, 5.3 
Lagrange 方法 , 2.3 
Lagrange 方法 , 2.3 
Lagrange 恒等式 , 4.4 
Laguerre 常 微分 方程 , 8.5 
Laguerre. 多 项 式 , 8.5 


Laplace 方程 (也 见 Dirichlet 问题 和 
Neumann 问题 ), 1.2, 6.1 

Laplace P. 9. de, 5.3, 6.5 

Laplace 变换 , 6.5, 7.3 

Laplace 方程 的 强 最 大 值 原理 , 6.4 

Laplace 方程 的 通 解 , 6.1 

Laplace 方程 的 形式 解 , 6.2 

Laplace 方程 球 对 称 解 , 1.2 

Laplace 方程 唯一 性 结果 ( 见 Dirichlet 问 
题 和 Neumann 问题 )， 

Laplace 方程 旋转 不 变性 , 6.1 

Laplace 方程 最 大 值 原理 , 6.4 

Laplace 算 子 Dirichlet 问题 和 Neumann 
问题 的 特征 值 , 8.2 

Laplace 算 子 的 特征 空间 , 8.2 

Legendre 多 项 式 , 8.4 

Legendre 多 项 式 的 平方 积分 , 8.4 

Legendre 多 项 式 的 正 交 性 , 8.4 

Legendre 多 项 式 生成 函数 ,8.4 

Legendre 微分 方程 , 8.4 

Leibniz 法 则 , 附录 3 

Liouville J., 4.4 

Lorentz 变换 , 5.1 

Mellin 变换 , 6.5 

Neumann K. G., 5.3 

Neumann 问题 的 相 容 性 条 件 , 6.1 

Neumann 问题 相差 一 个 常数 解 的 唯一 性 ， 
6.2 

Newton I., 1.1 

Newton 万 有 引力 ,1.2 

Ohm G. S., 5.3 

Paley-Wiener PAR, 7.3 

Poisson 核 的 唯一 性 , 6.4 

Poisson S. D., 4.4, 5.3, 6.5 

Poisson 方程 , 1.2, 6.1 

Poisson 求 和 公式 , 7.2 


名 词 索引 


Radon J., 6.5 

Radon 变换 , 6.5 

Rayleigh J. W. S., 4.4 

RCL 电路 , 1.1 

Riemann G. F. B., 
4.4, 7.2 

Riemann-Lebesgue 引 理 , 4.2, 7.1 

Riemann 假设 , 7.2 

Schrédinger 方程 , 8.5 

Schwarzchild 半径 , 1.2 

Sturm J. C. F., 4.4 

Sturm-Liouville 方程 , 4.4 

Sturm-Liouville 特征 函数 唯一 性 结果 ， 
4.4 

Sturm-Liouville 微分 算 子 , 4.4 

Sturm-Liouville 微分 算 子 的 Green AR, 
4.4 

Sturm-Liouville 问题 , 4.4 

Sturm-Liouville 问题 的 特征 值 , 4.4 

Sturm-Liouville 问题 特征 函数 的 正 交 性 ， 
4.4 

Sturm 比较 定理 , 4.4 

Taylor B., 4.4 

Toricelli E., 1.1 

Tychonov A. N., 7.4 

Weierstrass 变换 , 6.5 

Wey! H., 8.6 

Wirtinger 不 等 式 , 4.3 

Wronski 函数 , 1.1 

Yukawa 位 势 , 8.3 


B 

半 阶 Bessel 函数 , 附录 6 

半 平 面 的 Laplace 方程 , 7.4 

半 无 限 杆 的 热 问题 , 3.1, 7.4 

半 无 限 杆 热 问题 的 唯一 性 结果 , 7.4 


名 词 索引 


半 无 限 弦 的 一 维 波 方程 , 5.2 

半 无 限 弦 的 一 维 波 方程 的 镜像 法 , 5.2 

伴随 Legendre 方程 , 8.4 

伴随 Legendre 函数 , 8.4 

伴随 Legendre 函数 平方 的 积分 , 8.4 

伴随 Legendre 函数 生成 函数 , 8.4 

比 热 , 3.1 

ATE, 6.4 

边界 点 , 6.4 

边界 条 件 (B.C.), 1.2 

变量 变换 , 1.2, 2.1, 2.2 

变 系 数 一 阶 线性 偏 微分 方程 , 2.2 

波 方程 , 1.2 

波 方程 的 Duhamel 原理 , 5.3 

波 方程 的 Huygens 原理 , 8.3 

波 方程 的 能 量 积分 , 5.1 

波 方程 的 推导 , 5.1 

波 方 程 解 对 初始 数据 /边界 数据 的 连续 一 
致 依赖 性 , 5.2 

UK PHAR, Schrödinger, 8.5 

波 节 曲 线 ,8.2 

波 问 题 ( 见 波 方程 ), 1.2 

波 问 题 的 Green RX, 8.6 

波 问题 的 形式 解 ,5.1,， 5.3 

波 问题 形式 解 的 有 效 性 , 5.2 

不 可 压缩 流体 流 , 6.5 

不 确定 关系 , Heisenberg 不 确定 关系 , 8.5 

不 用 Fourier 变换 推导 热 方程 的 基本 源 解 ， 
3.1 


C 

侧 边 条 件 , 2.1 

侧 边 条 件 曲 线 , 2.1 

长 方 体 上 的 Laplace 方程 , 8.1 
长 方 体 上 的 Neumann 问题 , 8.1 
长 方 体 上 热 问 题 最 大 值 原理 , 8.2 
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常 微 的 辅助 方程 , 1.1 

常 系数 二 阶 常 微 分 方程 , 1.1 

常 系数 一 阶 线性 偏 微分 方程 , 2.1 

初 边 值 问题 (也 见 个 别 的 问题 或 方程 ) 介 
绍 , 1.2 

初 边 值 问题 求解 步 又 , 8.2 

初始 条 件 (I.C.), 1.2 

磁 量 子 数 , 8.5 


D 

带 边 流 形 的 Dirichlet 问题 , 8.6 

带 空气 阻力 的 振动 弦 , 5.1 

带 源 的 热 问题 的 Green AŽ, 8.6 

带 状 球面 调和 函数 , 8.4 

单 变量 Bessel 不 等 式 , 4.2 

单 变量 Fourier 变换 的 Parseval 等 式 ， 
7.1, 7.3 

单 变量 Fourier 级 数 的 Parseval 等 式 ， 
4.2, 7.1 

单位 球面 上 Green 公式 , 8.4 

单位 球面 上 的 Laplace 算 子 , 8.3 

单位 球面 上 函数 的 Laplace 级 数 , 8.4 

等 势 曲线 , 6.5 

等 温 线 , 6.5 

等 周 不 等 式 , 4.3 

第 三 类 边界 条 件 , 3.3, 7.5 

第 一 类 Bessel 函数 无 穷 多 零点 , 4.4 

电路 流 导 , 1.1 

电阻 抗 ,1.1 

三 加 原理 (或 性 质 ), 1.2 

端点 固定 的 被 拨弄 过 的 弦 的 一 维 波 方程 ， 
5.1, 5.2 

端点 固定 的 一 维 波 方程 , 5.1 

端点 固定 的 一 维 波 方程 的 对 初 值 的 连续 依 
赖 性 , 5.2 

端点 固定 的 一 维 波 方程 的 镜像 法 , 5.2 


端点 固定 的 一 维 波 方程 的 通 解 , 5.2 

端点 固定 的 一 维 波 方程 的 谐 波 , 5.1 

端点 固定 的 一 维 波 方程 的 最 大 振幅 原理 ， 
5.2 

端点 固定 的 一 维 波 方程 谐 波 的 节点 , 5.1 

端点 固定 的 一 维 波 方程 谐 波 的 能 量 , 5.1 

端点 固定 的 一 维 波 方程 谐 波 的 频率 , 5.1 

端点 固定 的 一 维 波 方程 谐 波 的 相位 , 5.1 

端点 固定 的 一 维 波 方程 谐 波 的 振幅 , 5.1 

端点 固定 的 一 维 波 方程 谐 波 的 周期 , 5.1 

端点 自由 的 一 维 波 方程 由 Fourier 级 数 确 
定 的 解 , 5.2 

端点 自由 的 一 维 波 方程 由 镜像 法 确定 的 
解 ,5.2 

短 时 距 方程 , 2.4 

对 初始 数据 的 平方 平均 连续 依赖 性 , 3.2 

对 复 变 量 可 导 , 6.5 

对 流 , 2.4 

多 值 对 数 函 数 的 主 支 , 6.5 

多 重 Fourier 级 数 , 8.2 


E 

二 阶 常 微分 方程 的 自 共 轿 , 4.4 

二 阶 线性 偏 微 的 分 类 定理 , 1.2, 附录 1 

ORRERA M E A ER, 
4.4 

二 维 Laplace 方程 乘积 解 , 6.2 

二 维 Laplace 算 子 , 6.1 

二 维 波 方程 , 8.1 

二 维 热 方程 , 6.1 

二 重 Fourier 变换 , 8.2 

二 重 Fourier 级 数 , 8.2 

= Fourier 级 数 收敛 定理 , 8.2 

二 重 Fourier 正弦 级 数 , 8.1 

— HW Fourier 变换 , 8.2 
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F 

反问 题 , 6.5 

非 负 特征 值 的 条 件 , 4.4 

非 齐 次 二 阶 常 微分 方程 , 1.1 

非 齐 次 杆 的 热 问题 , 4.4 

非 齐 次 一 维 波 方程 的 Duhamel 方法 , 5.3 

非 齐 次 一 维 波 方程 的 Fourier 级 数 解法 ， 
5.3 

非 齐 次 作用 力 项 的 一 维 波 方程 , 5.3 

非 线性 偏 微分 方程 , 1.2 

肥皂 薄膜 , 同 轴 圆 圈 之 间 的 肥皂 薄膜 , 1.2 

分 段 C1 函数 , 4.2 

分 段 O! 函数 的 Fourier 级 数 收 敛 定理 ， 
4.2 

分 段 连续 函数 , 4.2 

分 离 变量 , 1.3 

复 Fourier 级 数 , 7.1 

复 Fourier 系数 , 7.1 

复 调 和 函数 , 6.1 

复 解析 , 6.1, 6.5 

复 解析 函数 , 6.5 

复 值 晴 数 的 内 积 , 7.1 


G 

概率 密度 , 7.2 

高 维 一 阶 偏 微 分 方程 , 2.3 

各 种 B.C. 的 Duhamel 方法 , 3.4 

根据 一 阶 偏 微 分 方程 的 种 群 分 析 , 2.1 
根据 一 阶 偏 微 分 方程 的 总 量 分 析 , 2.1 
HAEE, 4.4 

paH, 6.1 

共 形 映照 , 6.5 

共 形 映照 下 保 调 和 函数 不 变性 , 6.5 
共振 频率 ,1.1，5.3， 

关于 全 函数 的 正 交 性 , 4.4 

光滑 映照 , 8.6 


广义 Poisson 方程 , 1.2 

广义 Laguerre 多 项 式 , 8.5 

广义 Poisson/Laplace 方程 , 1.2 
广义 波 方程 , 4.4 
广义 热 方 程 , 1.2 

广义 最 大 值 原理 , 3.2 
轨道 角 动 量 , 8.5 


H 

函数 的 点 收敛 , 4.2 
函数 的 范 数 , 4.1 
函数 的 积分 变换 , 6.5 
函数 的 卷 积 , 7.2 

函数 的 平方 平均 收敛 , 4.2, 4.4, 8.4, 
函数 的 衰减 阶 (m,n), 7.2 
函数 的 一 致 收敛 , 4.2 
函数 的 周期 延 拓 , 4.2 
函数 列 的 生成 函数 , 8.4 
函数 列 的 一 致 收敛 , 4.2 
黑洞 , 1.2 

横向 条 件 , 2.1 

横向 振动 弦 , 5.1 

环形 金属 丝 的 热 问题 , 3.1 


环形 金属 丝 热 问 题 的 唯一 性 结果 , 3.2 


J 

积分 变换 的 核 , 6.5 
积分 方程 , 7.3 
积分 算 子 , 1.2 
积分 因子 , 1.1 
基本 音 , 1.2 
基 级 数 , 7.3 

激 波 点 , 2.3, 2.3 
级 数 的 逐 项 求 导 , 附录 3 
极 小 曲面 方程 , 1.2 
极 坐标 , 6.3 
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极 坐 标的 Cauchy-Riemann 方程 , 6.5, 8.4 

极 坐 标的 Laplace 方程 , 6.3 

极 坐 标的 Laplace 算 子 , 6.3 

极 坐 标的 波 方程 , 8.5 

集合 的 直径 , 6.4 

降 维 法 , 8.3 

交通 流 , 一 阶 偏 微分 方程 对 交通 流 的 应 用 ， 
2.3 

交通 流 一 阶 偏 微分 方程 , 2.3 

解析 函数 的 物理 解释 , 6.5 

紧 致 流 形 的 Poisson 核 , 8.6 

紧 致 流 形 的 Poisson 积分 公式 , 8.6 

紧 致 流 形 上 Green 公式 , 8.6 

紧 致 流 形 上 的 Neumann 问题 , 8.6 

紧 致 流 形 上 函数 的 积分 , 8.6 

紧 致 流 形 上 函数 的 内 积 , 8.6 

紧 致 流 形 上 热 问题 最 大 值 原理 , 8.6 

紧 致 流 形 上 特征 函数 展开 , 8.6 

径 向 波 方程 , 8.3 

径 向 方程 , 8.4, 8.5 

镜像 法 , 5.2, 7.4 

矩形 和 长 方 体 上 的 热 问题 , 8.1 

和 矩形 膜 频率 , 8.1 

矩形 膜 上 波 问 题 的 谐 波 , 8.1 

和 矩形 内 的 稳 态 温度 , 6.2 

FEI E Dirichlet 问题 , 6.2 

矩形 上 Laplace 方程 最 大 值 原理 , 6.2 

矩形 上 Laplace 算 子 Dirichlet 问题 和 
Neumann 问题 的 特征 值 , 8.2 

矩形 上 Laplace 算 子 的 特征 空间 , 8.2 

矩形 上 Neumann 问题 的 相 容 性 条 件 , 6.2 

矩形 上 的 Neumann 问题 , 6.2 

和 矩形 上 特征 函数 展开 , 8.2 

É EEX RKKK, 8.2 

具 变 密度 和 比 热 的 热 方 程 , 3.1 
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具 侧 边 条 件 一 阶 偏 微 分 方程 的 唯一 性 结 
果 , 2.1 

RI =% B.C. 的 Laplace 方程 , 6.1 

具 第 一 类 边界 , 第 二 类 边界 条 件 和 第 三 类 
边界 条 件 的 热 问题 , 3.3 

具 多 项 式 B.C. 的 热 问 题 , 3.4 

具 非 齐 次 B.C. 的 热 问题 , 3.3 

具 非 齐 次 B.C. 热 问 题 D.E. 和 B.C. 的 特 
解 , 3.3 

具 非 齐 次 B.C. 热 问题 的 相应 的 齐 次 问题 ， 
3.3 

具 依赖 时 间 的 非 齐 次 B.C. 的 热 问题 , 3.4 

具 与 时 间 无 关 的 非 齐 次 B.C. 的 热 问题 ， 
3.3 

具 周 期 B.C. 的 热 问题 , 3.1 

卷 积 定理 , 7.2 

绝对 可 积 函 数 , 7.1 

绝热 端 , 3.3 


K 

开 子 集 , 6.4 

可 分 离 一 阶 常 微分 方程 , 1.1 
可 积 性 条 件 , 6.5 

可 正规 化 的 波 函 数 , 8.5 
空间 波 方程 , 8.3 

空间 的 D’Alembert 公式 , 8.3 
控制 收敛 定理 , 附录 3 

扩散 方程 , 2.4 


L 

利用 Fourier 变换 D'Alembert 公式 的 推 
导 , 7.4 

利用 Fourier 变换 推导 热 方程 的 基本 源 解 ， 
7.4 

利用 Green 公式 计算 Fourier 级 数 , 4.1 

连通 子 集 , 6.4 


连续 , 分 段 C1 函数 的 Fourier 级 数 收敛 
定理 , 4.2 

连续 函数 ,1.2 

连续 体力 学 中 的 Euler 方程 , 2.3 

连续 性 方程 , 2.2 

两 变量 Bessel 不 等 式 , 8.2 

两 端点 绝热 的 热 问题 , 3.3 

两 端点 为 0 的 热 问题 , 3.1 

两 端 固 定 的 弦 的 频率 , 5.1 

两 个 变量 Fourier 变换 的 Parseval EA, 
8.2 

两 个 变量 Fourier RAH Parseval 等 式 ， 
8.2 

量子 力学 , 8.5 

量子 状态 , 8.5 

临界 阻尼 , 1.1 

流 导 , 1.1 

流体 流 的 环流 量 , 6.5 

流体 流 的 流 线 函 数 , 6.5 

流体 流速 度 位 势 ( 实 的 和 复 的 ), 6.5 

流 形 的 边界 点 , 8.6 

流 形 内 的 稳 态 温度 , 8.6 

流 形 上 Poisson 方程 , 8.6 

流 形 上 Gauss 散 度 定理 , 8.6 

流 形 上 Green 函数 与 Poisson 核 的 关系 ， 
8.6 

流 形 上 Laplace 算 子 Dirichlet 问题 和 
Neumann 问题 的 特征 值 , 8.6 

流 形 上 Laplace 算 子 的 特征 空间 , 8.6 

流 形 上 Neumann 问题 的 相 容 性 条 件 , 8.6 

流 形 上 初 边 值 问题 , 8.6 

流 形 上 的 波 方 程 , 8.6 

流 形 上 的 热 核 , 8.6 

流 形 上 的 热 核 逼近 , 8.6 

流 形 上 的 热 核 与 Weyl 公式 的 联系 , 8.6 

流 形 上 的 热 问 题 , 8.6 
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流 形 上 热 方程 的 基本 源 解 , 8.6 
流 形 上 特征 函数 展开 的 一 致 收敛 , 8.6 
流 形 上 问题 的 Green 函数 , 8.6 

流 形 上 向 量 场 的 散 度 , 8.6 

流 形 上 正 交 函数 族 , 8.6 


N 

拟 线 性 一 阶 偏 微分 方程 , 2.3 
偶 函 数 , 4.3 

偶 延 拓 , 4.3 


P 

抛物 , 二 阶 , 线性 偏 微分 方程 , 1.2 

偏 微分 方程 的 乘积 解 , 1.3 

偏 微分 方程 的 定义 , 1.2 

偏 微分 方程 的 通 解 , 1.3 

偏 微分 方程 的 一 般 解 , 1.3 

频率 , 1.2 

平面 区 域 上 Green PRR, 6.4 

平面 上 向 量 场 的 散 度 , 6.5 

平面 中 区 域 的 Neumann 问题 的 相 容 性 条 
件 , 6.4 

平面 子 集 的 边界 点 , 6.4 

普通 (圆周 上 ) Fourier 系数 , 4.1 


Q 

齐 次 多 项 式 , 8.4 

齐 次 线性 偏 微分 方程 , 1.2 
FAR, 4.3 

AEM, 4.3 

气体 流 , 2.2 

强 阻 尼 , 1.1 

BURY, 8.5 

氢 原 子 的 能 量 水 平 , 8.5 
氨 原 子 中 的 电子 状态 , 8.5 
ER Bessel 函数 , 8.4 
球面 调和 函数 , 8.3 
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球面 调和 函数 的 定义 , 8.3 

球面 调和 函数 的 正 交 性 , 8.4 

球面 或 气球 上 波 问题 的 谐 波 , 8.4 

球面 上 Laplace 级 数 的 一 致 收敛 , 8.4 

球面 上 Laplace 算 子 的 特征 空间 , 8.4 

球面 上 的 波 方程 , 8.4 

球面 上 函数 的 内 积 , 8.4 

球面 上 热 问题 最 大 值 原理 , 8.4 

球面 上 特征 函数 展开 (Laplace 级 数 ), 8.4 

球面 上 正 交 函数 族 , 8.4 

球 内 的 稳 态 温度 , 8.4 

球 内 径 向 热流 的 热 方程 , 3.1, 8.3 

球 上 Laplace 算 子 Dirichlet 问题 和 Neu- 
mann 问题 的 特征 值 , 8.4 

ERE Green PAR, 8.6 

BR Laplace 算 子 的 特征 空间 , 8.4 

球 上 的 热 问题 , 8.4 

球 上 特征 函数 展开 , 8.4 

球 上 正 交 函 数 族 , 8.4 

球体 积 元 素 , 8.3 

球 坐 标 , 8.3 

球 坐 标的 Laplace 算 子 , 8.3 

球 坐 标的 特征 函数 , 8.4 

区 间 上 正 交 函数 族 , 4.1 

区 域 , 6.5 

全 纯 函 数 , 6.5 

全 纯 函 数 的 物理 解释 , 6.5 

全 量子 数 , 8.5 

ALPHA, 4.4 


R 

热传导 率 , 3.1 

热 的 扩散 率 , 3.1 

热 方程 (也 见 热 问题 ), 1.2, 3.1 

热 方程 Duhamel 方法 或 原理 , 3.4, 4.3 
热 方程 的 乘积 解 , 3.1 
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热 方程 的 基本 源 解 , 3.1, 7.4 

热 方程 的 基本 源 解 的 概率 推导 , 3.1 

热 方程 的 强 最 大 值 原理 , 3.2 

热 方程 解 对 初始 数据 /边界 数据 的 连续 一 
致 依赖 性 (也 可 参看 最 大 值 原 
理 ), 3.2 

热 问题 的 形式 解 , 4.3 

热 问题 的 易 逝 解 , 3.3 

热 问 题解 的 唯一 性 的 Tychonov 反例 , 7.4 

热 问题 连续 性 条 件 , 7.4 

热 问题 强 最 大 值 原理 , 3.2 

热 问题 最 大 值 原理 , 3.2 

热 问题 最 大 值 原理 的 证 明 , 3.2 

任意 振动 弦 , 5.1 

弱 阻 尼 , 1.1 


S 

三 角 多 项 式 , 4.1 

三 维 热 方程 , 8.1, 8.4 

土 半 平 面 的 Poisson 积分 公式 , 6.4, 7.4 

上 半 平 面 上 Green 函数 与 Poisson KH 
关系 , 7.4 

时 间 无 关 的 非 齐 次 B.C. 的 一 维 波 方程 的 ， 
5.3 

SKA AT PHA, 6.3 

实数 v Br Bessel 函数 , 附录 6 

实 值 函 数 的 内 积 , 4.1 

双 曲 , 二 阶 , 线性 偏 微分 方程 , 1.2 

双 曲 正弦 和 双 曲 余弦 , 1.1 

瞬间 作用 能 , 2.4 

瞬时 作用 能 , 2.4 

四 分 之 一 平面 的 Laplace 方程 , 7.5 

速 减 函数 ,7.2 

算 子 , 1.2 . 


T 
逃逸 速度 , 1.2 


特殊 的 常 微 分 方程 组 , 1.1 

特征 带 , 2.4 

特征 方程 , 2.2 

特征 函数 , 7.2 

特征 函数 展开 , 8.2 

特征 曲线 , 2.2 

特征 曲线 的 首选 参数 化 , 2.2 

特征 三 角形 , 5.3 

特征 线 , 2.1 

特征 值 存 在 理论 , 4.4 

特征 值 的 实数 性 , 4.4 

特征 值 渐 近 行为 的 Weyl 公式 , 8.6 

特征 值 与 频率 的 关系 , 8.2, 8.6 

调和 函数 , 1.2, 6.1, 8.4, 

AAT PALA A SERS, 6.5 

调和 函数 的 正则 性 , 6.3 

调和 振荡 子 的 能 量 水 平 , 8.5 

调和 振荡 子 位 势 , 8.5 

调和 振荡 子 位 势 的 特征 函数 , 8.5 

调和 振荡 子 位 势 中 确定 能 量 粒子 的 波 函 
数 , 8.5 

退化 二 阶 线性 偏 微 , 1.2 

椭圆 二 阶 线性 偏 微 , 1.2 


W 

外 法 向 导数 , 6.1, 8.6 
万 有 引力 位 势 , 1.2 
微分 算 子 , 1.2 
微分 同 胚 , 8.6 

围绕 圆柱 体 的 流体 流 , 6.5 
温度 , 3.1 

稳 态 流体 流 , 6.5 

稳 态 问题 , 1.2 

稳 态 种 群 密度 , 2.1 
无 界 子 集 , 6.4 

无 限 长 杆 的 热 问题 , 7.4 
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无 限 杆 热 问题 的 唯一 性 结果 , 7.4 

无 限 杆 热 问题 解 的 唯一 性 , 7.4 

无 限 弦 波 问题 的 唯一 性 结果 , 5.2 

无 限 弦 一 维 波 方程 , 5.2 

无 限 弦 一 维 波 方程 的 干扰 传播 速度 , 5.2 
无 限 弦 一 维 波 方 程 的 依赖 区 间 , 5.2 

无 限 弦 一 维 波 方程 的 周期 初始 数据 , 5.2 
无 限 弦 一 维 波 方程 的 最 大 振幅 原理 , 5.2 
无 旋 流体 流 , 6.5 


X 

弦 的 右 张 力 , 5.1 

弦 的 张力 , 5.1 

弦 的 左 张 力 , 5.1 

线性 弹性 , 1.2 
线性 化 , 2.3 

线性 偏 微分 方程 定义 , 1.2 
线性 无 关 , 1.1 
线性 组 合 , 1.2 
APRA, 2.4 

行星 轨道 , 高 维 的 不 稳定 性 , 1.2 
形式 解 的 定义 , 4.3 
形式 解 的 有 效 性 , 7.5 
形式 解 和 精确 解 , 4.3 
修正 的 Bessel pha, 8.5 
悬 链 面 ,1.2 


Y 
一 般 非 线 性 一 阶 偏 微分 方程 , 2.4 
-端点 固定 , 男 一 端点 自由 的 一 维 波 方程 ， 
5.3 
一 端 固定 的 弦 的 频率 , 5.3 
一 个 端点 绝热 男 一 端点 为 0 的 热 问题 , 3.3 
一 阶 非 线 性 偏 微分 方程 , 2.4 
- 阶 拟 线 性 偏 微分 方程 , 2.3 
- 阶 偏 微分 方程 存在 性 和 唯一 性 定理 , 2.1 


一 阶 偏 微分 方程 的 几何 应 用 , 2.2 

一 阶 偏 微 分 方程 的 整体 分 析 , 2.2 

一 阶 偏 微 分 方程 对 连续 体力 学 的 应 用 , 2.3 

一 阶 偏 微 分 方程 对 气体 流 的 应 用 , 2.2 

一 阶 偏 微 分 方程 对 总 量 分 析 的 应 用 , 2.1 

一 阶 偏 微分 方程 解 的 参数 形式 , 2.2 

一 阶 线性 常 微分 方程 , 1.1 

一 阶 线性 常 微 分 方程 的 标准 形式 , 1.1 

一 阶 线性 常 系数 偏 微分 方程 , 1.3 

一 维 Fourier 变换 , 7.1 

一 维 Green 公式 , 4.1 

一 维 波 方程 的 乘积 解 , 5.1 

一 维 逆 Fourier 变换 , 7.3 

依赖 时 间 的 非 齐 次 B.C. 的 一 维 波 方程 ， 
5.3 

以 Sturm-Liouville 特征 晴 数 展开 , 4.4 

Ai Ft PARK, 7.4 

有 界 平面 区 域 上 Laplace 方程 最 大 值 原 
理 , 6.4 

AATE, 6.4 

有 限 杆 热 问题 的 唯一 性 结果 , 3.2 

有 限 杆 热 问 题解 的 唯一 性 (也 见 最 大 值 原 
理 ), 3.2 

有 限 弦 波 问题 的 唯一 性 结果 , 5.1 

有 限 弦 上 波 问 题 的 谐 波 , 5.1 

预 特征 带 , 2.4 

圆 环 内 的 稳 态 温度 , 6.3 

圆 环 上 Dirichlet 问题 , 6.3 

圆 环 上 的 Neumann 问题 , 6.3 

AH Poisson 积分 公式 , 6.3 

圆 盘 内 的 稳 态 温度 , 6.3 

圆 盘 上 Laplace 算 子 Dirichlet 问题 和 
Neumann 问题 的 特征 值 , 8.5 

AAE Dirichlet 问题 , 6.3 

圆 盘 上 Green 公式 , 8.5 

圆 盘 上 Green PR, 6.4 


- 670- 名 词 索 引 


圆 盘 上 Green PAR Poisson 核 的 关系 ， 
6.4 

圆 盘 上 Laplace 算 子 的 特征 空间 , 8.5 

圆 盘 上 的 Neumann 问题 , 6.3 

Ads LAY Poisson 核 , 6.3 

圆 盘 上 特征 函数 展开 , 8.5 

圆 盘 上 正 交 函数 族 , 8.5 

圆 盘 外 部 Dirichlet 问题 , 6.5 

圆 形 膜 频率 , 8.5 

圆 形 膜 上 波 问 题 的 谐 波 , 8.5 

圆周 或 区 间 上 的 特征 函数 展开 ( 见 Fourier 
RB), 4.1 

圆柱 内 的 Laplace 方程 , 8.5 

圆柱 内 的 稳 态 温度 , 8.5 


Z 

再 生 核 , 7.3 

振动 矩形 膜 , 8.1, 8.2 
振动 气球 , 8.4 
振动 圆 形 膜 , 8.5 


整个 平面 的 Poisson 方程 , 6.4 
整数 m Br Bessel 函数 , 4.4, 8.5 
正规 化 波 函 数 , 8.5 

正 交 函数 族 , 4.1, 7.1 

正弦 和 余弦 乘积 的 三 角 人 恒等式 , 3.1 
正则 曲线 , 2.1 
直线 上 的 热 核 , 7.4 

指数 替代 , 1.3 

HH, 6.5 

中 值 定理 , 6.3 

种 群 密度 , 2.1 

重新 构建 问题 , 6.5 

周期 函数 , 4.2 

柱 Bessel 函数 , 8.5 

状态 方程 , 2.3 

子 集 的 闭 包 , 6.4 

总 作用 能 , 2.4 

纵向 振动 弦 , 5.1 

最 大 值 最 小 值 定理 , 附录 4 

最 小 作用 能 原理 , 2.4 
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